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Introduccion

Entre los diversos enfoques existentes en el estudio y desarrollo de
la teoria de bifurcaciones, el nuestro esta planteado en particular, en
el problema de la conexiéon que existe entre dos tipos de fenémenos
que ocurren en familias de sistemas dinamicos o semidinamicos que
dependen de un parametro A, con respecto a un punto de equilibrio o
un conjunto invariante compacto M independiente de A:

1. El cambio del comportamiento de la estabilidad de M cuando el
parametro A entra o sale de un cierto valor critico Ag;

2. La bifurcacion de M en el sentido de que este conjunto se “escinde”
en mas de un conjunto invariante cuando el parametro A entra o
sale de un cierto valor Ay. Esta bifurcacion puede ser extracritica
(o ultracritica, suponiendo que A es un parametro escalar), es decir,
surgen conjuntos invariantes compactos M,, para los valores A,, de A
tales que A,, — A9, M,, "M = &, y la distancia maximal entre M,, y M
converge a 0; o esta puede ser critica (también llamada vertical) en el
sentido de que para A = A existen conjuntos invariantes compactos
que se acumulan en M, mientras que para A # Ay, M es aislado de
tales conjuntos.

El caso mejor conocido donde un cambio de estabilidad coincide
con una bifurcacion es la clasica bifurcacion de Poincaré-Andronov-
Hopf 9], [15], (referida, en lo que sigue, simplemente como bifurcacion
de Hopf, de acuerdo con el lenguaje usual). Ahi el cambio de la
estabilidad (en el caso tipico, de estabilidad asintdtica “critica” a
inestabilidad completa “ultracritica”) esta reflejado en un cambio de la
estabilidad correspondiente al sistema linealizado { siendo el ejemplo
mas simple, el dado por la ecuacion diferencial ordinaria: X = x(A — x?)
(“pitchfork”)}.

Posteriormente, partiendo del articulo [14] de los cuatro autores ita-
lianos, Marchetti, Negrini, Salvadori y Scalia, donde observaron que la o-
currencia de una bifurcacion, en general, no necesariamente depende de
la parte lineal del sistema, mas bien, es una consecuencia del cambio de
la estabilidad, independientemente de que esta esté o no reflejada en el
espectro de la parte lineal del sistema. Como un ejemplo consideremos
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viii INTRODUCCION

el sistema ([19], ejemplo 4.20(b)): X = v, 3 = —x + y3(A — x?). Para
este, los eigenvalores de la parte lineal son +i, independientes de A (el
cual afecta solamente en la parte no lineal). De cualquier manera, es
mas facil probar que para A < 0, el origen es asint6ticamente estable,
mientras que para A > 0, es completamente inestable y surgen ciclos
limites que se contraen en el origen cuando A — 0. Ver la Figura 0.1.

Prirt

Quit_|

Ready
The forward orbit from (1.4, 1.5] > @ nearly closed orbit,
The backward orbit from (1.4, -1 5] left the computation window

The backward orbit from (0,064, -0.27) = a nearly closed orbit
Ready

x'=y
Yy =-x+y(03-x)

; Frint

Quit_|

Ready
The forward orbit from (-2,1, 0,84) - a nearly cloved orbit
The backward oibit from (-2.1, 0,34] left the computation windaw,

The backward orbit from (-2, -1.7] Isft the computation windaw.
Ready

Figure 0.1. Arriba, para A = 0, (0,0) es un foco estable.
Abajo, para A = 0.3, (0, 0) es un foco inestable. El conjunto
que se bifurca es una érbita periddica.
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En [14] se probo que si un conjunto M es asintoticamente estable
para A = Ay, y completamente inestable (repulsor) para valores de A
cercanos a A, entonces “emergen” de M conjuntos invariantes (ademas,
estos son asintoticamente estables) (“bifurcacion extracritica”).

Este resultado se extendid, en [19], a sistemas semidinamicos sobre
espacios métricos, bajo una suposiciéon de compacidad asintética. {Esta
propiedad es compartida por una clase muy amplia de ecuaciones de
evolucion (ver [7], donde el término usado es asintdticamente suave).}
Ahi, también fue relajada la hipotesis de inestabilidad completa. En
particular, se prob6 que cualquier transicién de estabilidad asinto6tica a
conjunto silla, implica una bifurcacién extracritica, excepto en el caso
hipotético donde todas las érbitas exteriores son homoclinicas.

Todos estos resultados, son una consecuencia de un principio de
persistencia de la estabilidad asintdtica que establece que siempre que
un sistema involucre un conjunto invariante asintéticamente estable
(atractor estable) y se perturbe ligeramente, surge en el sistema pertur-
bado, un conjunto asintoticamente estable arbitrariamente cercano al
atractor original (demostrado primero, en un preliminar, pero de forma
muy general en [18], después en [23], Teorema 25.3, pero combinado
con perturbaciones persistentes e impulsivas, y vuelto a demostrar en
[14] y por otros autores).

Un tipo de extension de la bifurcacién de Hopf totalmente diferente,
esta considerada en [2], [21] vy [3]. Aqui, en lugar de relajar la condicion
de inestabilidad completa para A # Ay, como en el caso anterior,
relajamos la hipotesis de estabilidad asintética para A = Ay, requiriendo
en su lugar que, M sea inestable, Unicamente en el sentido negativo.
Para evitar esta doble negacion, invertimos la escala de tiempo.

Entonces el problema se convierte en el siguiente: ;Qué se puede
decir acerca de la existencia de bifurcaciones en el caso donde M es
inestable para A = Aq y (asintoticamente) estable para algunos valores
de A que se acumulan en Ay? (si la estabilidad es o no asintotica, es
irrelevante).

Un ejemplo tipico de esta situacion es el caso de dos sistemas
acoplados, uno de los cuales pierde su estabilidad cuando A alcanza
el valor Ay, mientras que los otros permanecen estables para todos los
valores de A, este es el caso de una transicion extracritica silla--atractor,
siendo el prototipo trivial el sistema: X = —Ax +x3, ¥ = —y. Ver la
Figura 0.2.

La raz6n para la existencia de este tipo de bifurcaciones, se
encuentra en lo que llamamos el principio de persistencia de la
inestabilidad, el cual juega un papel analogo en este contexto que
el que juega el principio de la persistencia de la estabilidad asintotica
en el caso previo. En términos generales, este principio establece
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El uso de esta propiedad de persistencia en la demostracién de la
existencia de bifurcaciones es menos facil que en la del caso que tiene

que ver con la estabilidad asintoética. En efecto, se puede demostrar,
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bajo una condicién de compacidad asintotica local para la familia de
sistemas bajo consideraciéon y suposiciones moderadas concernientes
al espacio, que una transicion extracritica de inestabilidad a estabilidad
implica una bifurcacién que puede ser critica o extracritica.

Un papel central en la demostracion, lo juega un argumento analogo
al del tipo que se usa en el método topologico de Wazewski. Esta parte
de la teoria es la mas general y se presenta en el capitulo 2.

En el capitulo 3, bosquejamos un refinamiento del ultimo resultado
establecido, introduciendo un concepto de equicontinuidad y sus
generalizaciones, en particular, la nocién del concepto de ser una
familia de atractores conexo relativamente equiestable (CRES) que
interviene cuando el parametro A tiende al valor critico Ag.

El resultado principal en esta direcciébn es que una ganancia
extracritica de la estabilidad, junto con la propiedad CRES, da una
bifurcacion extracritica mietras que la ausencia de la propiedad CRES
implica una bifurcacién critica, posiblemente en una forma débil, en el
sentido que los conjuntos invariantes que se acumulan en M, pueden
tomar la forma de lazos homoclinicos.

La propiedad CRES aparece tipicamente en los casos donde la
pérdida de la estabilidad resulta de la contracciéon de la regién de
atraccion, como en la bifurcacion de Hopf, mientras que el compor-
tamiento no-CRES ocurre por ejemplo cuando surge la inestabilidad de
una deformacién continua de las espirales de un foco (ver el ejemplo al
final del capitulo 3).

Los ejemplos en los cuales se ha aplicado la teoria incluyen ecua-
ciones diferencioales funcionales con retardo y sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales.

En el capitulo 4, presentamos las bifurcaciones que surgen de
atractores estables, y en el, capitulo 5, abordamos estudio del caso
especial de bifurcaciones de puntos (y conjuntos) sillas usando un
método topoldgico basado en argumentos del tipo Wazewski.

En conclusion podemos resumir los resultados como sigue: Si
un conjunto invariante compacto M exhibe una pérdida o ganancia
de la estabilidad cuando el pardametro entra o sale de un valor
critico para el cual M es aislado de conjuntos invariantes, M exhibe
a bifurcacion, excepto, posiblemente, en un caso muy especial de la
transicion extracritica desde un atractor estable hacia un conjunto
silla rodeado completamente de orbitas homoclinicas. Los resultados
mencionados hasta ahora, estan contenidos en el cuadro sinoptico
en la Figura 0.3, mediante el cual ilustramos la teoria general de
bifurcaciones desarrollada con este enfoque.
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estables y, en el lado derecho las que surgen de equilibrios
inestables en conexién con los tipos de cambios de estabili-
dad.
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Capitulo

Ejemplos de bifurcaciones

1.1. Bifurcaciones elementales

En esta seccion exploramos el concepto principal de este curso:
el fenomeno de bifurcacion, el cual ocurre cuando la estructura de de
las orbitas de una ecuacion diferencial dependiente de un parametro,
cambia bruscamente bajo cambios pequefios del parametro. A contin-
uacion vamos a considerar algunos ejemplos citados ampliamente en
la literatura, ver por ejemplo [22], [8], [10] y [11] entre otros. Estos
ejemplos son del tipo

x=f(A,x), xR, AcR,
donde A es el parametro.

EsempLO 1. Sea la familia de ecuaciones diferenciales.
X=fAx)=A—x°, x€R , AeR. (1.1)

Tenemos que f(0,0) = 0, es decir, el origen x = 0 es un punto de
equilibrio de (1.1) es inestable para A = 0. Ademas para cada A # 0 los
puntos de equilibrio de (1.1) estan dados por la ecuacion

x> =A (1.2)

de donde tenemos que para A < 0, la correspondiente ecuacion
diferencial no tiene puntos de equilibrio. Mientras que para A > 0,
1.1 tiene dos puntos de equilibrio: uno, para x = v/A, (asintéticamente)
estable y, el otro para x = —/A inestable. Estos puntos de equilibrio se
colapsan cuando A — 0. Por otra parte, notemos que

of

a(0,0) =0

esto es, para A = 0, la linealizacion del campo escalar f en x = 0, tiene
un eigenvalor con parte real cero.

En este ejemplo de bifurcacion, el punto (A, x) = (0,0) (vértice de
la parabola en el plano A — x) se llama punto de bifurcacion y el valor
del parametro A = 0 es el valor de bifurcacion. la figura 1.1 en la
cual se muestra la informacion dinamica de la familia de ecuaciones

1



2 1. EJEMPLOS DE BIFURCACIONES

diferenciales (1.1) se llama diagrama de bifurcacion. Este tipo de
bifurcacion se conoce como bifurcacion nodo-silla.

Investigaremos condiciones bajo las cuales una familia general de
campos escalares que dependen de un parametro A, sufre una bifur-
cacién nodo-silla como en el caso del ejemplo anterior. Para esto,
consideremos la familia general de campos vectoriales unidimension-
ales dependientes del parametro A,

x=f(A,x), xeR, AecR. (1.3)

Supongamos que (1.3) tiene un punto de equilibrio fijo en (A, x) = (0, 0),
es decir,

f(0,0)=0, (1.4)
ademas, supongamos que el punto de equilibrio no es hiperbolico, o
sea,

E(O, 0)=0. (1.5)
0x
Si of

(como en la ecuacién (1.1) para la cual %{(0, 0) = 1) entonces el teorema
de la funcion implicita implica que existe una funcién

A=A(x), A0)=0 (1.7)

definida para x suficientemente pequena tal que f(A(x),x) = 0. Las
condiciones (1.4), (1.5), (1.6), (1.7) y ademas,

E)—/\(0) =0, (1.8)
ox

Y %A
ﬁ(O) #0, 1.9

implican que el punto (A, x) = (0, 0) sufre una bifurcacion nodo- silla.
Para obtener expresiones equivalentes a (1.8) y (1.9) en términos de
las derivadas de f evaluadas en los puntos de bifurcaciéon, derivamos a
f implicitamente con respecto a x a lo largo de la curva de los puntos
de equilibrio de (1.3).
Usando (1.6) y aplicando el teorema de la funcién implicita existe
€ > 0y existe una funcion A : B.(0) — R, tal que

f(Ax),x)=0, Vx € B.(0). (1.10)
Derivando (1.10) implicitamente con respecto a x da
af oy 3 o rpen
E(A(X)’X) = ax(x, Alx)) + n (x, ?\(x))dx(x) (1.11)

=0.
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Evaluando (1.11) en (A, x) = (0, 0), obtenemos

~20,0
A (0 = 735’3‘( 0, (1.12)
por lo tanto de (1.5), (1.7) y (1.12) concluimos que
dA
0 1.13
A —(0) = ( )

es decir, la curva de puntos de equilibrio (1.7) es tangente a la linea
A=0enx=0.
Derivando otra vez (1.11) con respecto a x obtenemos
azf *f 82 f dA
Ix —— Alx), x) = —(A( ), X) + a aA(A( x), X )dX(X)
82 f dA

2
+ 535G, )60 (1.14)

af dza
a)\ (x),x)W(X)

=0.
Evaluando (1.14) en (A, x) = (0, 0) y aplicando (1.9) y (1.13) obtenemos

2 d2A
a&omAme 5(0) =

y luego,
d2A £(0,0)
50 = ;fi
x (0,0)

Entonces, (1.15) es diferente de cero puesto que tenemos
0° f
x2

Resumiendo, si f satisface las siguientes condiciones

f(0,00=0
1.16
(oo s

l(0,0) 70

82f

(1.15)

(0,0) #0.

(1.17)
25200 70,

Entonces (1.3) sufre una bifurcac1on nodo-silla para (A, x) = (0, 0).

Las ecuaciones (1.16) y (1.17) implican que existe una unica curva
de puntos de equilibrio en el plano Ax, que pasa a través del punto
(A, x) = (0,0) tangente a la recta A = 0 y, la segunda ecuacién en (1.17)
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impliga que esta curva esta localmente por un lado de la recta A = 0.
Si —%(0,0)/%(0,0) > 0, la grafica de puntos de equilibrio esta por
el lado derecho de la recta A = 0 (concavidad dirigida hacia el lado
derecho) en el plano Ax. Si —%(0, 0)/3—{(0, 0) < 0, la grafica de puntos
de equilibrio esta por el lado izquierdo de la recta A = 0 (concavidad
dirigida hacia el lado izquierdo) en el plano Ax. Es facil verificar que
para la ecuacion (1.1) del ejemplo 1, —227{(0, 0)/%(0, 0)=2>0.
Consideremos una familia de campos vectoriales unidimensionales,
f(A, x), que tienen un punto fijo no hiperbolico en (A, x) = (0, 0).
La expansion de Taylor para este campo vectorial alrededor de
(A, x) = (0, 0), esta dada por
f of o o ! {xz 2 f

0
f(A’X)=f(0’0)+x§(0’0)+/\ﬁ(0’0)+5 =
*f L0 f

2 f 1
(0,0) + 2\2(0,0)} + g[x =3

0x0A 0A?
Af Af

f 2 3
320N (0,0) +xA 3x37? 0,00 +A a—ys(O, 0)] + 0(4).

Tomando en cuenta (1.16) y (1.17), (1.18) queda,
FA, x) = aoA + a1 X% + arAx + azA% + 0(3), (1.19)

donde las constantes a;, i = 0, 1, 2, 3,..., son los valores de las
derivadas parciales de f en (A,x) = (0,0). La estructura del diagrama
de bifurcacion de (1.3) en una vecindad suficientemente pequena de
(A, x) =(0,0) donde f(A, x) es de la forma (1.19) es la misma que la de
uno de los siguientes campos escalares escritos en su forma normal

X =A+x% (1.20)
La ecuacién (1.20), se llama la forma normal para la bifurcacién nodo-

silla. En la figura 1.1 se muestra el diagrama de bifurcacion para el caso
del signo negativo en (1.20).

(0,0)

+xA (0,0) (1.18)

+ %A

T

puntos de equilibrio

A=0

Figure 1.1. Bifurcaciéon nodo-silla.
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EjemPLO 2. Consideremos la ecuacion diferencial
Xx=fA,x)=Ax—x% xeR , AeR. (1.21)
Verificamos facilmente que
0f(0,0)
ox

El conjunto de los puntos de equilibrio de la ecuacién (1.21) esta
dado por

f(0,0)=0 0.

{A,x) | x=0 o x=A}

En este caso tenemos que para cada A < 0, la ecuacion diferencial
(1.21) tiene dos puntos de equilibrio: uno para x = 0, (asint6ticamente)
estable y el otro para x = A, inestable. Cuando A alcanza el valor critico
A = 0, estos dos puntos de equilibrio se colapsan en en uno: x = 0, el
cual queda inestable. Para cada A > 0, se separan dos equilibrios x = 0
y X = A, invirtiendo su propiedad de estabilidad con respecto al caso
A < 0: el punto x = 0 cambia a inestable y el punto x = A cambia a
(asintoticamente) estable. Notemos que, x = 0 es un punto de equilibrio
fijo para toda A € Ry cuando A sobrepasa el valor critico del parametro
A = 0, el equilibrio fijo sufre un cambio de estabilidad. A este tipo de
bifurcacion se le llama bifurcacion transcritica.

La estructura de las oOrbitas en una vecindad del punto de
bifurcacion de la ecuacion (1.21) del ejemplo 2, esta caracterizado
por las siguientes condiciones: a) existen dos curvas de puntos de
equilibrio que pasan a través de (A, x) = (0, 0), una esta dada por x = A,
y la otra por x = 0, en el plano Ax; b) las curvas de puntos de equilibrio
existen en ambos lados de la recta A = 0; y finalmente, c) la estabilidad
a lo largo de cada curva de puntos de equilibrio cambia al cruzar la
recta A = 0.

Buscaremos las condiciones para que una familia general de campos
vectoriales escalares que dependen del parametro A, tenga dos curvas
de puntos de equilibrio en el plano Ax tales que contengan el punto de
bifurcacion (A, x) = (0,0), y cumplan las propiedades a), b) y ¢), como
del ejemplo 2.

Sea el campo vectorial escalar

x=f(A,x), xR, AecR. (1.22)

Supongamos que (1.22) tiene un punto de equilibrio fijo en (A, x) = (0, 0),
es decir,

f(0,0)=0,
ademas, supongamos que el punto de equilibrio no es hiperbolico, o
sea,

of

a(0,0) =0.
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Por otra parte, en el ejemplo 2 la ecuacion diferencial (1.21) tiene dos
curvas de puntos de equilibrio: x = 0 y x = A y estas contienen el
origen (A, x) = (0,0). Para que esto ocurra en el caso general ponemos
la condicién
g 0,00=0 (1.23)
A0 0=0, '

puesto que pedimos que f(0,A) = 0 para toda A € R o por el teorema
de la funcion implicita, debe existir una tnica curva de puntos fijos a
través del origen,

A=Alx), AW0)=0 (1.24)
definida para x suficientemente pequena tal que f(A(x), x) = 0.

Para seguir un procedimiento analogo al del ejemplo 1, necesitamos
la condicion, %(0, 0) # 0, para poder aplicar el teorema de la funcion
implicita. Sin embargo, debido a la ecuacion (1.23), el procedimiento del
ejemplo 1 no se puede seguir tal cual. Para considerar la recta x = 0, de
puntos de equilibrio que contiene el punto de bifurcacion (A, x) = (0, 0),
escribimos la ecuacion (1.22) en la siguiente forma apropiada

x=f(A,x)=xF(A,x), xe€R AecR. (1.25)

donde definimos

f(?\,x), X0

F(A, x) = 5fx (1.26)
—(0,d), x=0
0x

Asi, la curva x = 0, es una curva de puntos de equilibrio para la ecuacion
(1.25). Para encontrar otra curva de puntos de equilibrio que conenga el
punto (A, x) = (0, 0), lo haremos en términos de las derivadas parciales
de F, las cuales a su vez las expresamos en términos de las derivadas
parciales de f, usando la definiciéon (1.26).

De la funcién F(A, x) en (1.26) verificamos lo siguiente

F(0,0)=0, (1.27)
oF azf
a(o, 0) = ﬁ(o, 0), (1.28)
O°F _of
Yy 2
oF 0
5(0,0) = m(0,0). (1.30)

Suponiendo que (1.30) es diferente de cero, entonces por el teorema de
la funcion implicita existe un intervalo abierto I C R que contiene el 0
y existe una funcion A : I — R con A = A(x) tal que

F(A(x), x) = 0. (1.31)
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Es claro que la curva descrita descrita por por A(x) es una curva de
puntos fijos de (1.25). Para asegurar que esta curva no coincide con la
curva x = 0, y que existe por ambos lados de la recta x = 0, suponemos
que

daA
0< ‘E(O” < 0.

Derivando (1. 31) implicitamente con respecto a x da

oF dA
—(A(x) X) = x(x A(x)) + A(X’A(X))E(X) (1.32)
=0.
Evaluando en (A, x) = (0, 0) obtenemos
da —20,0)
)= x> . 1.
dx(O) %(O,O) ; (1.33)

Tomando en cuenta (1.27) a (1.30) y 1.32, la ecuacién (1.33) se escribe
como

0,0
g&m—ﬁ¥LJ (1.34)

X o (0,0)

Resumiendo, sea el campo vectorial escalar
x=f(A,x), xeR AecR. (1.35)

Suponiendo que (1.35) tiene un punto de equilibrio fijo en (A, x) = (0, 0),
es decir,

f(0,0)=0,
y que ademas, se cumplen las siguientes hipotesis sobre la funcion f'y
sus derivadas

f0,00=0

¥ .00 (1.36)
ox

T0.0-0
?500#0 (1.37)
sz 0,0) 70,

entonces el equilibrio (A, x) = (0,0) de (1.35), sufre una bifurcacion
transcritica.

Suponiendo (1.36), (1.37), y considerando (1.18) la expansiéon de
Taylor del campo vectorial escalar, f(A,x) alrededor de (A, x) = (0, 0),
esta dada por

FQA, x) = a1x? + a)Ax + azA% + 0(3), (1.38)
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donde las constantes a;, i = 1, 2, 3, ..., resultan de la evaluacion de las
derivadas parciales de f en (A, x) = (0, 0).

La estructura de las orbitas de (1.35) en una vecindad suficiente-
mente pequeia de (A, x) = (0,0) donde f(A, x) es de la forma (1.38) es
la misma que la estructura de las 6rbitas de

X =Ax F x° (1.39)

La ecuacion (1.39), se llama la forma normal para la bifurcacion
transcritica, el diagrama de bifurcacién correspondiente se muestra
en la figura 1.2, para el signo negativo en la ecuacion (1.39).

<

A A Y
%x‘\
—

puntos de equilibrio

,
>

A

A=0

Figure 1.2. Bifurcacién transcritica.

EiempLo 3. Consideremos la ecuacion diferencial
X=fA,x)=Ax—x°, xe€R, AeR. (1.40)
Se puede verificar facilmente que

0£(0,0)
=0
ox
El conjunto de los puntos de equilibrio de la ecuacién (1.40) es

{A,x) | x=0 o x*=A}L

Para A < 0, la ecuacion diferencial (1.40) tiene un unico punto de
equilibrio, x = 0, el cual es (asintoticamente) estable. Cuando A
sobrepasa el valor critico A = 0, tomando valores A > 0, el punto
de equilibrio x = 0 pierde la estabilidad, volviéndose inestable y
surgen dos nuevos puntos de equilibrio: x = VA y x = —v/A, ambos
(asintoticamente) estables. Estos puntos de equilibrio se separan
cuando A crece. El punto, x = 0, es un punto de equilibrio de la
ecuacion diferencial (1.40), para todo A € R. Este tipo de bifurcacion se
le llama bifurcacion trinche.

f0,00=0
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La geometria de del diagrama de bifurcacion correspondiente a la
ecuacion (1.40) esta caracterizada mediante las siguientes propiedades:
(a) las curvas de puntos de equilibrio que contienen el punto de
equilibrio (A,x) = (0,0), son x = 0, y A = x%; (b) la curva x = O,
esta por ambos lados de la recta A = 0, y la curva A = x?, esta por un
solo lado de la recta A = 0; (c) los puntos de equilibrio sobre la recta
x =0, tienen diferente tipo de estabilidad en los semiplanos opuesto y
separados por la recta A = 0, en el plano Ax. Los puntos de equilibrio
sobre la recta A = x2, tienen el mismo tipo de estabilidad.

Buscaremos condiciones sobre una familia general de campos vec-
toriales escalares que dependen de un parametro, tales que, el diagrama
de bifurcaccion resultante de la ecuacion diferencial definida con este
campo escalar, tenga las propiedades a), b) y c¢) del ejemplo 3 en una
vecindad del punto de bifurcacién.

Consideremos el campo vectorial escalar

x=f(A,x), x€R AeR. (1.41)

Supongamos que (1.41) tiene un punto de equilibrio fijo en (A, x) = (0, 0),
es decir,
f@0,0) =0,
si ademas el punto de equilibrio no es hiperbélico, escribimos,
of (
ox
Para que existan dos curvas de puntos de equilibrio que contengan el
origen (A, x) = (0, 0), donde una de estas es la curva x = 0, ponemos

of
ER (0,0) =0,
puesto que f(A,0) = 0 para toda A € R, o por el teorema de la funcién
implicita, debe existir una tnica curva de puntos de equilibrio que
contiene origen del plano Ax.
Para considerar la recta x = 0, de puntos de equilibrio que contiene
el punto de bifurcacion (A, x) = (0, 0), reescribimos la ecuacion (1.41)

como

0,0) = 0.

x=f(A,x)=xF(A,x), xeR AecR. (1.42)
donde definimos
f(?\,x), x40
FA,x) = of X . (1.43)
=—(0,4), x=0
0x

Para obtener la segunda curva de puntos de equilibrio de (1.42)
ponemos la condicion
F(0,0) =0, (1.44)
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con
oF
50,070 (1.45)

De (1.44) y (1.45), aplicando el teorema de la funcion implicita existe un
intervalo abierto I C R que contiene el 0 y existe una funciéon A : I — R
con A = A(x) tal que

F(A(x), x) = 0. (1.46)

Para que la curva A(x), de puntos de equilibrio de (1.41), no coincida
con la curva x = 0, y que esté por la izquierda o derecha de la recta
x =0, suponemos que

dA
y
d’a
E(O) #0 (1.48)

Las condiciones equivalentes a (1.47) y (1.48) respectivamente, se
obtienen derivando implicitamente (1.46) quedando como

dA —2£0,0)

Aoy = —_x2 1.49

0 0,0 (1.49)
y

d2A —2E(0,0)

Zo0)y= 92" 1.50

2 ©® 0.0 # (1.50)

De la definicion de F en términos de f en (1.43) las ecuaciones (1.49) y
(1.50) quedan escritas como

2
gy 00
o2
dx 210,0)
y
A —2£0,0
ﬁ(o) = % 7{ O!
X 30x(0,0)
respectivamente.
Resumiendo, sea el campo vectorial escalar
x=f(A,x), x€R AeR. (1.51)
Supongamos que (1.51)satisface las siguientes condiciones
f0,00=0
of (1.52)

a(0,0) =0
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of

67\(0’0) =0

2

So,0-0

0x? 1.53)
R2f (1.
axon 070

P f

ﬁ(0,0) #0,

entonces el equilibrio (0,0) de (1.51), sufre una bifurcacién del tipo
trinche.

Suponiendo (1.52), (1.53), y considerando (1.18) la expansiéon de
Taylor del campo vectorial escalar, f(A,x) alrededor del punto de

equilibrio no hiperbdlico, (A, x) = (0, 0), esta dada por
S, X) = asAx + asA? + asx® + asx®AagxA’® + a; A% +04),  (1.54)

donde las constantes a;, i = 2,3,..., resultan de la evaluacién de las
derivadas parciales de f en (A, x) = (0, 0).

La estructura del diagrama de bifurcacion de (1.51) en una vecindad
suficientemente pequena de (A, x) = (0,0) donde f(A, x) es de la forma
(1.54) es la misma que la estructura del diagrama de bifurcacién de

X =Ax + x5 (1.55)

Ver figura 1.3, en la cual el diagrama de bifurcacion corresponde al de
la ecuacion (1.55) con el signo negativo. La ecuacién (1.55) se le conoce

X

Puntos

\ER de
7 equilibrio
/ A

A A )

A=0

Figure 1.3

como la forma normal de la bifurcacion del tipo trinche.

EiempLO 4. Consideremos la ecuacion diferencial

Xx=fA,x)=A—x°, xeR , AeR. (1.56)
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Se puede verificar facilmente que

~ 9f(0,0)

El conjunto de los puntos de equilibrio de la ecuacion (1.40) esta dado
por

{Ax) | A= x%).
Para todo A < 0 la ecuacion diferencial tiene un punto de equilibrio,
X = f que es (asintoticamente) estable. Cuando A sobrepasa el valor
A =0, el equilibrio fijo x = 0 no sufre ningiin cambio de estabilidad. No
hay bifurcacion. Ver figura 1.4.

T

Y \=2°
\ '/0——~
A A ™~ puntos de equilibrio

Y v A

Figure 1.4

Adoptamos la siguiente definicién provisional de bifurcaciéon para
el caso de una familia de ecuaciones diferenciales definidas por campos
escalares que dependen de un poarametro real.

DEFINICION 1.1.1. Un punto de equilibrio (A, x) = (0, 0) de una familia
de ecuaciones diferenciales x = f(A, x) que depende del parametro A,
se dice que sufre una bifurcacion en A = 0 si el flujo, Ff\(x) para A cerca
de A =0y x cerca de x = 0, no es cualitativamente equivalente al flujo
Fl(x) cerca de x = 0.

1.2. La forma normal de la bifurcacién de Hopf

Consideremos el siguiente sistema de dos ecuaciones diferenciales
que dependen del parametro A € R :

(;) - ()1\ _)\1> (;) — "+ (f,) , (1.57)

el punto de equilibrio de este sistemaes x =0, 7y =0 paratodo A € R.
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La matriz jacobiana evaluada en el origen A(A), esta dada por

AQA) = (;‘ ;) , (1.58)

y tiene eigenvalores p;, = A *+ i. Haciendo el cambio de variable
z=x+1y,Z=x—1y, |z|> = zZZ = x*> + »°. Siendo la pareja x(t), y(t)
solucién de (1.57), la funcién de valores complejos z(t) = x(t) + i(t),
satisface la ecuaciéon diferencial

zZ=X+1iy
= Ax + 1Y) +ilx + 1Y) — (x + 1Y)(x? + y°),

por lo tanto, el sistema de ecuaciones diferenciales se puede escribir
en la forma compleja como sigue:

z=QA+1i)z - z|z|~ (1.59)
Por otra parte, usando la representaciéon polar de z € C, z = re'? y
derivando con respecto a t obtenemos
z=7e" +rife,
equivalentemente
7e'? +rife’ = re '\ +i — 1), (1.60)

igualando las partes reales y las partes imaginarias de (1.60) obtenemos
la forma polar del sistema (1.57),

F=r(A —7?)

0=1.

El retrato fase se muestra en la figura 1.5. Para A < O el origen (0, 0)
es (asintoticamente) estable; para A > 0 surge una Orbita periddica
x? +y? = A (ciclo limite) la cual se colapsa en el equilibrio (0, 0), cuando
A — 0*. Todas las soluciones con puntos iniciales fuera del ciclo limite
o en el interior de el con excepcion del origen (0,0), tienden hacia
el ciclo cuando t — +oco. Por el surgimiento de una orbita periédica
para valores de A > 0, siendo A = 0 el punto de bifurcacién, de le
llama bifurcacion supercritica (bifurcacion extracritica). Este fenbmeno
que presenta el sistema (1.57) es lo que se llama una bifurcacion
de Poincaré-Andronov-Hopf. Un bosquejo de esta bifurcacion en el
espacio tridimensional xyA se muestra en el diagrama de bifurcacion
en la figura 1.6 Un sistema que tiene los términos no lineales con el
signo opuesto a los del sistema (1.57)
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ciclo limite
2y =\

/

T

BN
P

A
x
A<0 A=0
Figure 1.6. Cambio de estabilidad del equilibrio: asintdtica-
mente estable a completamente inestable.
tiene la forma compleja
Z=A+i)z+z|z)% (1.62)
y la forma polar
F=r(A+7?)
0=1.
Para A > 0 el origen (0,0) es (completamente) inestable, y para cada
A < 0, surge ciclo limite, x? + 1> = —A el cual se colapsa en el origen

cuando A — 0. Cualquier soluciéon con punto inicial en el interior
de la region limitada por el ciclo, tiende hacia (0, 0), cuando t — +oo.
Cualquier solucion con punto inicial en el exterior de la region limitada
por el ciclo tiende a co cuando t — +oco. Esta bifurcacion se le llama
subcritica porque los ciclos limite surgen para valores del parametro
menores que el punto de bifurcacion A = 0. También le llamamos
bifurcacion extracritica. Ver la figura 1.7. La bifurcacion surge cuando
el parametro sale del valor critico, A = 0, para el cual el origen del
sistema es inestable. Si invertimos el sentido del tiempo en el sistema
(1.57), reemplazando t por —t, el sistema queda

()-(2F () wem(D). o

tiene la forma compleja
z=—QA+i)z+z|z)% (1.64)
y la forma polar
= —r(A+7?)

0=-1.



1. EJEMPLOS DE BIFURCACIONES

x'=x-y ()
yisxeyry €yl

16

Quit
Fiint
Quit

R T N RS TO « AN T TR LR T (AR F7)

INRERRRRRARARA QLA T INRRRRRARARE AR AR ATt ety 7

INARERRARKARRA SR AL INRRERRRARARR A AR 11 [RRRRREARARARA AR LAt 2
R RRRER AR RARA AN 85 84 7 T R NPT RETEL SRR 7)
R Y A TR TR TR N P R A R R PR R

einn nn s s nn s A A A YRR PN N N
O N O L R S KL AR IRE SR N7 22y PV KRR R n e D n xR R AT
g aekannxans N s \s AV ey et e frrfrrfang 66 6t s DI s & 0 D s g e Ae 8\ AT
RN SR TR IR R rifitofrzfranga R LY
PRTRRT SRR TR W it fasfrrnfaa R R T

5

e r e O e thrrfrrfarfarm - O
R if1/1afnans
Cecfeereioe Tt thofrrfras
ecceere e e
- £ cececbrereceo s P faaal
= 3 [Ceewedies ey /2N ftfrofrr ofrsnn g
K Tt ecre i
MR- lececeeosss o
® im q
g jE 5 8z
A Ea g i
g 5z w |2 Zm
2 5o ? |5 g2
2 32 S T3
2 82 i E§
32 T |F 22
5 Im & =2
I 5 Ia
g G T o
= 83 IER PR SR NNV T
£ SE Seo R e v E I - -
2 2 <7 R N B X%
T Ez W = 5z ir
2 =% Iz £ =% Ti
° ®5  i% VIV NI VY s 2% ; R A AN Y
VAN 5 2% ax i 5 o5 o RN
VVSNYWVINYWNSE Y E 5 E x> ¢ VOV Y YVVVNRVNNE Y |2 §E - AR ARRAVARRANNERNE
0] 0 B.E8 o o o - e 5.8 © o - 0] 0
5 B i 25eeg X
EEfEe FeFEe
EEFPE,

A. Cada

table. Si A > 0,

te definido por, x%+y?

orbita con punto inicial en el interior de la region limitada por el ciclo,

2

mes

5

g

mi

Figure

E 05

(0, 0) del sistema (1.63) es

10

ER

2

The forward orbit hom (061, 0.43) - 3 possible eq. pt. near (0.0044, -0.013).

The backward orbit from (0.61. 0.43) - & neatly closed orbit.

The backward ortit from (077, -0.095) —> & nearly closed orbit
Ready.

Reay.

|

, el equilibr
para cada valor de A surge un ciclo 1

Para A <0
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tiende hacia el equilibrio (asintoticamente estable) (0,0) del sistema
(1.63). Tenemos aqui un ejemplo de lo que llamamos bifurcacion
extracritica con ganancia extracritica de la estabilidad (prdida critica de
la estabilidad), lo que en la literatura llaman bifurcacién supercritica.
Ver figuras 1.8 y 1.9.

La parte lineal del sistema (1.57)

5)-GV)6)
en su forma compleja se escribe como
z=(A+1)z,
y en su representacion polar queda
7 =Ar
0=1.
Para A < 0, el origen (0,0) es un equilibrio (asintéticamente) estable.
Para A = 0, el equilibrio es un centro y para A > 0 el equilibrio (0, 0)
es inestable. Este tipo de bifurcacion se llama bifurcacion vertical o

bifurcacion critica. Ver figura 1.10 Si sumamos términos de orden
mayor que 3 a la ecuacion (1.57)

<§> ) <)1\ _2\1) @) — ) @) +O( (;) I, (166)

la estructura de las 6rbitas de (1.66) es la misma que la del sistema
(1.57). Ver por ejemplo [K].
1.3. El teorema de la bifurcacion de Hopf

El Teorema de Hopf nos da algunas condiciones suficientes para
la ocurrencia de este tipo de bifurcacion y se enuncia en el siguiente
contexto.

Dado el sistema,

x=FA,x), x:RF -R"YF:R"xR—=R"AecR) (1.67)

(con F analitica en x ). Se supone que x = 0 es un punto de equilibrio
para toda A € R es decir:

F(0,A)=0 (VA € R). (1.68)
Separamos F en partes lineal y no lineal:
x=Lyx+ f(A, x). (1.69)

( L) es una matriz de n x n independiente de x). Entonces vale:
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The backward orbit from (-0.43, 0.38] -> a nearly closed orbit

The backward orhit from (05, -0.51) > & nearly closed orbil
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TeEOREMA 1.3.1. ([9],[15]) Para A

ores de L, puramente
que las trayectorias de p+(A) crucen el
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A=a? 4y
superficie de puntos
de equilibrio

Figure 1.9. Cambio de estabilidad del equilibrio: asintética-
mente estable a completamente inestable.

(ver la Figura 1.11). Entonces existe una familia de soluciones periodicas
dependientes del pardmetro A que se acumulan en el origen para A — 0.
En general las soluciones periddicas existen o para A < 0 (“subcritico"),
A > 0 (“ultracritico"), o A = 0 (“critico"). En los primeros dos casos, existe
para cada A (suficientemente pequeria) exactamente un ciclo (esto no se
cumple cuando no vale la condicion de transversalidad).
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del Teorema |.3.1, de la bifurcacién de Hopf.
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Capitulo

Persistencia de la inestabilidad y
bifurcaciones que surgen equilibrios
inestables

2.1. Familias continuas de (semi-)grupos de transformaciones.
Compacidad asintética local

Una familia continua de sistemas (semi)dindamicos o (semi)grupos
continuos, (X, T, A, F), consiste de un espacio métrico, por ejemplo li-
neal normado (X, || ||) (el espacio de estados), el (semi)grupo topologico
ordenado T de los numeros reales (no negativos, llamado escala de
tiempo), un espacio métrico (A, p) (el espacio de pardametros), y una
transformacion continua: F : X x T x A — X (la dindmica). Definimos,
para cada A € A, el A-sistema F) : X x T — X mediante: F,(x,t) =
F(x,t,A). Denotaremos la familia (X,T,A,F) por Fy, (= {Fx» | A €
A}), donde F, representa una familia de sistemas (semi)dindmicos.
Suponemos que la familia F, satisface los siguientes axiomas:

D FS es la transformacion identidad (A € A).
() FLFY =FY (Gt €T, A€A).
(Ill) F es continuoen T x X x {Ag}.
(IV) F es continuo con respecto al parametro A, en Ay, uniforme-
mente en x y t en subconjuntos B acotados de X y en intervalos
acotados, es decir:

(VBe B)\VT €T, € > 03N € N)
(Vx € B,t €[0,T],A € N) d(Fy(x), F; (X)) < €.
A veces F puede no estar definida para todo t € T, y sin embargo la

teoria hace sentido. La métrica asociada a la norma la denotamos por:
d(x, y). Ademas usaremos las siguientes notaciones

B,(x) ={y e X|dx,y) <7},
Sx)={yeX|dx,y)=r}, r>0, x€X)

23
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B(A)={x e X |d(x,A) <7},
SAA) = {x € X|dx,A) =7} (ACX),

donde d(x, A) = inf{d(x,y) | y € A}.

Las sucesiones {x, | n € N}, las denotamos simplemente por xy.

Fijamos un elemento Ag en A, y denotamos el sistema de vecindades
de Ag por N. Al sistema F,, lo llamamos no perturbado, y los otros Fj,
para A # A, perturbados (con respecto a Fy,).

El filtro generado por las vecindades esféricas de un punto x
0 un subconjunto compacto M de X los denotamos con Vy y Vy,
respectivamente. La familia de conjuntos acotados en X, la denotamos
con B.

Las transformaciones Ff\ : X — X definen para cada t y para
cada A las t-transiciones mediante F}(x) := F(x, t,A) para todo x € X,
y la familia de funciones punto conjunto de la forma F;j : X —
2% Fialx) == {F}\'(x) | t' > t}, para toda x € X, y para toda
(t,A) € T x A, definen las A-semidrbitas retardadas. En particular,
la A-semiorbita positiva a través de x € X, la escribiremos como:
Yi(x) = Foa(x) = {Fi(x) | t > 0}, al conjunto limite correspondiente

a x como Lj(x) (:= {Fealx) | t > O}). En términos de sucesiones,

Litx) ={ ¥y € X | 3ty C R, t, — +oo,F"(x) — »}. Si A C X,
yiA) = U{yix) | x € A}. Ademas,six e X, te T, AC X,1CT,
escribimos

F'(A) == {F'(x) | x € A},
Fl(x) = {F'(x) | t € T},
Fl(A) = {F'(x) | x € A, t €I},

y analogamente para otras transformaciones.

Observamos que como consecuencia del axioma (II), vale la identi-
dad, F;a(x) = y; (Ff\(x)), que relaciona una A-semiorbita retardada en x
con una A-semiorbita positiva a través de F(x).

El interior, la cerraduray la frontera del conjunto A, los denotamos
por A°, A y 0A respectivamente, y al complemento del conjunto A, por
CA.

DEFINICION 2.1.1. El sistema (semi-)dinamico FT es localmente
asintdticamente compacto (LAC) sobre el conjunto A C X si para
cada pareja de sucesiones xy C X, ty C T, tales que t, — +oo
y {FO%l(x,)}en C A, el conjunto {F'"(x,)}nen es relativamente
compacto. (Si A es relativamente compacto, la condicion se cumple
automaticamente.) {Si A es acotado, esta propiedad es implicada por
el concepto bien conocido de compacidad asintética, que significa que
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para cualquier sucesion acotada x y toda sucesion ty, tal que t,, — +oo,
la sucesion {F'(x,)}nen es relativamente compacta.
€

Definimos para cada A € A el conjunto A-limite L}(A) del conjunto
A, como el conjunto de los limites de todas las sucesiones convergentes
de la forma {F;k (X1}, donde x; € Ay ty — +oo.

Un conjunto M C X es positivamente A--invariante si y*(M) = M,y
es A--invariante si tanto M como X\M son positivamente A-invariantes.

2.2. Inestabilidad

Consideremos un (semi-)grupo de transformaciones {o sistema
(semi-)dinamico} F T (T = R o R*) actuando sobre un espacio métrico X.

DEFINICION 2.2.1. Suponiendo M = M C X, definimos el conjunto
de inestabilidad de M como

IM) ={y € X\ M | Ixy, yy tal que d(x,, M\)—0, vy, — ¥, Yn € Yy (xn)}.

Esta es la prolongaciéon usual de M, con el conjunto M removido, y
puede ser descrito como el conjunto de todos los puntos que pueden
ser aproximados desde puntos arbitrariamente cercanos a M.

PROPOSICION 2.2.2. Si M es compacto, positivamente invariante e
inestable bajo FT, y LAC en una vecindad de M, entonces I(M) es no
vacio.

La demostracién es analoga a la del caso de sistemas dinamicos
sobre un espacio métrico localmente compacto (c.f [5]) con la tinica
diferencia que se usa la propiedad LAC en lugar de la compacidad de
una vecindad de M.

2.3. La Persistencia de la Inestabilidad

Ahora consideremos una familia de semigrupos, F,, que actda
sobre X.

PROPOSICION 2.3.1. {Principio de persistencia de la inestabilidad} Sea
M un conjunto compacto, positivamente invariante que es inestable para
A = Ag, Yy supongamos que y € I, (M). Entonces, para cualquier pareja
de vecindades U y 'V de M y de y respectivamente, existe una vecindad
de Ag, tal que y\,*(U) NV # @ vale para todo A € N.

La demostraciéon se sigue inmediatamente de la continuidad de la
aplicacion F.

La propiedad de persistencia es de naturaleza general de semi-
continuidad inferior, aunque no esta exactamente cubierta por este
concepto. Podemos decir que es la negacion de la implosion; en este
lenguage la propiedad en cuestion puede ser descrita como cuando
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I,(M) es no implosiva para A = Ay. Considerando que la inestabilidad
de una pequena vecindad de un conjunto tiene practicamente el mismo
efecto que la inestabilidad del conjunto mismo, se puede decir en
términos generales que un cambio pequerio del pardmetro no puede
disminuir el tamatrio de la inestabilidad (medido por el conjunto I(M)).

Similarmente, se puede definir I, como explosiva en Ay, siempre que
exista un punto y ¢ I,,(M) tal que, para cualquier pareja de vecindades
UyYV,de M e y respectivamente, existe A arbitriamente cercano a
Ao tal que, I((U) NV # o. Esta propiedad es de naturaleza general
de semicontinuidad superior, pero otra vez, esto no esta exactamente
cubierto por este concepto.

Para demostrar que la inestabilidad puede ser de tipo explosivo,
damos como un ejemplo la familia de ecuaciones diferenciales: x =
x2[(x —1)>+A], tomando M = {0} y A = R*. Tenemos aqui Io(M) = (0, 1],
I,(0, 00) (A > 0). Los conjuntos I,(M) “explota" cuando A sale del valor 0.

2.4. Cambio de estabilidad y bifurcacion

Ahora regresamos a la cuestion de como cambia el comportamiento
de la estabilidad de un conjunto invariante compacto M, el cual,
suponiendo que existe independientemente del parametro A, implique
la ocurrencia de la bifurcacion de M.

2.4.1. Bifurcacion en Sistemas Dinamicos. Primero nos restringi-
remos al caso de una familia de sistemas dinamicos sobre un espacio
meétrico X localmente compacto.

DEFINICION 2.4.1. Un conjunto invariante compacto M exhibe una
bifurcacion extracritica en Ay, si para cualquier pareja de vecindades
UeVyyNeN,existe un A € N, A # Ag, Y un conjunto compacto
A—invariante M, tal que My "M =2, y, @ # M, C U.

(Si A es una variable real, este tipo de bifurcaciones se llaman
supercritica o ultracritica, dado que los conjuntos M, surgen para
A>Ap.)

TEOREMA 2.4.2. Sea Fx una familia de sistemas dindmicos continuos
sobre un espacio métrico X localmente compacto y sea M un conjunto
compacto e invariante para cada uno de los sistemas F», con A en cierto
conjunto A' C A tal que Ay € A, Ag € A/, y supdngase que valen las
siguientes condiciones:

(i) M esinestable para A = Aq y es aislado de conjuntos invariantes

cerrados.
(ii) M es estable para toda A € A'.
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(ili) M es conexo y toda vecindad de M contiene una vecindad
conexa de M. Entonces M exhibe una bifurcacion extracritica
para A € A en Ag.

(El conjunto M se llama aislado de conjunto invariantes
cerrados si existe una vecindad U de M tal que cualquier
subconjunto invariante cerrado de U es un subconjunto de M.)

Demostracion. No hay pérdida de generalidad al reemplazar “A —
estable” por “A—asintoticamente estable” en la condicion (ii). En
realidad la estabilidad no asint6tica implicaria la existencia de una
sucesion de conjuntos cerrados A, — invariantes, que se aproximan a
M cuando A,, — Ag, implicando asi, la existencia de una bifurcacién
extracritica. Por lo tanto, suponemos la estabilidad A—asintética de M
para cada A especificada en (ii).

Primero, elegimos un punto y € I (M) {existe por la hipotesis () y
la Proposicion 2.2.2}. Usando la condicién (iii), elegimos una vecindad
abierta y conexa U € V), que no contiene a y en su cerradura. Siendo
el espacio localmente compacto, podemos suponer que su cerradura U
es compacta. Sea W € V,, tal que

unw=g. (2.1)

Ahora elegimos una pareja de Vegndades UeVyyN €N, de acuerdo
con la Proposicion 2.3.1, tal que U C U, y

(VA eN) yHO)nw+#e. (2.2)

Sea A € NN A’. (Note que A # Ag, porque Ag & A'.)
Entonces, siendo M A—estable, podemos elegir una vecindad abierta
V) € Vy tal que
YA (V) C UL (2.3)

En seguida, definimos para cada A dos subconjuntos de U como sigue:
Ui={xelU|yyx)cU}, Uf={xel]|yix) ¢U}.

Aqui,

Ul # 2, (2.4)
porque de acuerdo con (2.3), V) C U!, y

Ut + o, (2.5)

como consecuencia de (2.1) y (2.2).
Si existe bifurcacion extracritica de M para A, existen vecindades
N € N y U € Vy tal que para cualquier conjunto compacto
A—invariante contenido en U’, con A € N'\{A¢}, intersecta a M. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que N’ > Ny U’ > U.
Usando la propiedad de atraccion de M, se demuestra que Ug\ y U)’f
son conjuntos abiertos. Ambos conjuntos f]ﬁ\ y Uf son no vacios [(2.4)
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y (2.5)], ajenos, subconjuntos abiertos de U, su unién no puede ser
igual al conjunto total U, el cual por la hipétesis (iii) se puede suponer
conexo. Esto demuestra la existencia de un tercer conjunto Uf en U que
separa U} de U¥, siendo ambos ajenos. Ademas, US consiste de puntos
x para los cuales las A—orbitas positivas y;(x) no estan contenidas en
U ni entran al complemento de U, pero hacen contacto con la frontera
oU de U en uno o mas puntos sin cruzarla, por esta razon les llamamos
orbitas de contacto con respecto a oU.

Asociaremos con cada A € A’, un punto x, € UAC. Entonces
Yilxa) C U, y existe un t, > 0 tal que F\"(x,) € 8U. Denotamos el
punto Fr"(x,) con ;.

Ahora, tomamos un sistema fundamental de vecindades U,, de My
una correspondiente sucesion de vecindades N,, de A, tales que, vale
(2.2)para A, € N,, y U = U,,. Para cada n, elegimos un punto x, € U,y
denotamos con t, (> 0) y v, el nimero y el punto con las propiedades

Fy"(xn) € 0U, F1%"(x,) e UL

La sucesion yy (o alguna subsucesién de esta) converge algiin punto
y* € U, el espacio es localmente compacto. Se sigue que la 6rbita
Ya,(y*) pertenece a U por que este ultimo conjunto es invariante.
Por otra parte, también es ajeno de M. Puesto que U se ha elegido
arbitrariamente pequefia, hemos llegado a una contradiccién con (i).

Esto demuestra la existencia de una bifurcacion extracritica. O

EJEMPLO 5. Para ilustrar esto consideremos una familia de sistemas
dindmicos (local) definido por: X = Ay — x3, 3= —Ax — Ay +)5.

Para A = 0, el origen es un punto silla, por lo tanto, es aislado de
conjuntos compactos invariantes. Para A > 0, el origen es, localmente
un foco estable. Entonces se sigue del Teorema 2.4.2 que el origen

exhibe una bifurcacion postcritica en A = 0.

2.4.2. Bifurcacion en Sistemas Semidinamicos. Ahora, considere-
mos el caso mas general de una familia F5 de sistemas semidinamicos
sobre un espacio métrico arbitrario X. Con la finalidad de extender el
Teorema precedente a este caso, tenemos que suponer la propiedad
compacidad asintética local (LAC) para Fy, la cual se define como sigue.

DEFINICION 2.4.3. Una familia de sistemas semidinamicos F, es
localmente asintoticamente compacto (LAC) en un conjunto A y en el
valor Aqg de A, si para cualquier terna de sucesiones, xy, ty, Ay, tales
que t, — +00, Ay, — Ag, ¥ F;\(i‘t"](xn) C A para todo n € N, el conjunto

{F;'; (xn)}nen es relativamente compacto.

Adaptaremos el concepto de bifurcacion extracritica al presente
contexto, de acuerdo a la siguiente definicion.
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DEFINICION 2.4.4. Un conjunto compacto M C X que es A—invariante
para toda A € A se dice que exhibe una bifurcacion extracritica en
Ao € A, para una familia de sistemas semidinamicos F,, si para
cualquier pareja de vecindades U € Vyy y N € N existe un A € N,
A # Ay, y una A—semiorbita positiva cuya cerradura esta contenida en
U\M.

Entonces el Teorema 2.4.2 queda de la siguiente forma:

TEOREMA 2.4.5. [21] Sea F, una familia de sistemas semidindmicos
continuos sobre un espacio métrico X, y suponga que Fx es LAC sobre
alguna vecindad U de algun subconjunto compacto M de X, el cual es
A—invariante para cada A € A. Supongamos ademads, que se cumplen
las hipdtesis (i)-(iii) del Teorema 2.4.2. Entonces M exhibe una bifurcacion
extracritica en Ay.

{Si las hipétesis son vdlidas para alguin subconjunto A’ de A (Ag € A),
restrigimos el espacio de pardmetros a A’ U {Ao}.}

2.5. La bifurcaciéon de Hopf generalizada

Un caso especial e importante de la situacién considerada en esta
seccion surge cuando M es completamente inestable (también llamado
repulsor) para A = Ag, y asintoticamente estable para ciertos valores
A, que se acumulan en Ay. Con la orientacion de la escala del tiempo
invertida, este es el caso estudiado en [14]. (Ahi, el conjunto M se
supone que depende de A.) En particular, este contiene la clasica
bifurcacion de Hopf (en el caso donde todos los eigenvalores de la
parte lineal, excepto dos que son imaginarios, tienen partes reales
estrictamente negativas).

El presente enfoque no cubre todos los resultados de [14], y sus
extensiones en [19], tal como la estabilidad asint6tica de los nuevos
conjuntos invariantes que se bifurcan. Para estos puntos mas finos, es
mas apropiado el enfoque utilizado en el trabajo [14], basado en una
propiedad de la persistencia de la estabilidad asintética. Volveremos
sobre este aspecto de la teoria en el capitulo 3.






Capitulo

Equiestabilidad y bifurcacion

El contexto general de esta teoria es el mismo que el de la seccion
precedente.

3.0.1. Equiestabilidad, equiestabilidad relativa y equiestabilidad
conexo relativa de una familia de atractores. En la presente seccion,
A’ denota un subconjunto de A tal que Ag € A/, pero Ag € A

DEFINICION 3.0.1. El conjunto M es equiestable (abreviado ES) en A,
con respecto a la familia de sistemas Fy/, si

(Ve > 0)(35 > 0)(VA € ') d(x,M) <& = yr"(x) C Be(M).

Un conjunto M es un atractor (lamado por algunos autores
conjunto de atraccion) y A C X es su region de atraccion, si A es
una vecindad de M y este es el conjunto de todos los puntos x € X con
la propiedad:

d(F'(x),M) — 0 cuando t — +ooc.

Si todos los elementos F) de una familia de sistemas Fx. tienen el mismo
atractor M, pero con diferentes regiones de atracciéon, A,, denotamos
la familia de atractores con (M, Ax/, Far).

DEFINICION 3.0.2. La familia de atractores (M, A}, F}) es relativa-
mente equiestable(RES) si

(Ve > 0)36 > 0)(VA € A')  yA"(Bs(M) N Ay) C Bo(M). 3.1)
EsempLO 6. Consideremos la familia de sistemas:
V=9 2%, z=-z (,zAER),

y elegimos como el conjunto invariante comun M el origen {(0,0)} del
plano. El conjunto M, es asintoticamente estable para todo A # 0 y las
correspondientes regiones de atraccion son A, = {(v,2) | |¥| < A}
Elegimos una norma en R? : [|(,2)|| = max{|y|,|z|}. Entonces,
dado € > 0, ||[(»7,2)|| < & implica ||[FA'(y,2)|| < € (t > 0) si y solo si
6 < min(e, A). La ultima expresion tiende a 0 cuando A — 0; por lo
tanto, M no es ES en A = 0.

31
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Por otro lado, para toda 6 > 0 y A" # 0, Bs(M) N Ay =
{,2) | |¥| < min(5, '), |z| < 8} C Ax. Puesto que |y|y |z| decrecen
monotoénicamente bajo Fy. adentro de A,/, los conjuntos Bs(M) N Ay
son positivamente invariantes. Por lo tanto, en (3.1), podemos ele-
gir 6 = €. Consecuentemente, la familia correspondiente de atractores
(M, Apr, Far), A" = R\M es RES.

EjEmMpPLO 7. Consideremos la familia de sistemas lineales (bifur-
cacion lineal de co-dimension dos): v =2z, z=—-Ay — Az, v,z e
R; A € R").

Para valores positivos pequefios y positivos de A, el origen
M = {(0,0)} es un foco estable. Ademas, calculos de rutina revelan
que cuando A — 0, las espirales que son las que forman las soluciones
no triviales se aplanan en la direccion del eje z, mientras que se alarga
en la direccion del eje y. El primer hecho es una consecuencia de que
Z tiende a 0 junto con A, mientras que la segunda también se sigue de
la Proposicion 2.3.1, por que Iy(M) es el eje y. Esto implica que, para
algunos 6 > 0y € > 0 dados, existen, para A suficientemente pequena,
A—semiorbitas con puntos iniciales en la Bs(M) que abandonan la e—
vecindad esférica, B¢(M). Siendo la region de atracciéon todo el plano,
por lo tanto la familia de atractores no es RES.

DEFINICION 3.0.3. La familia de atractores (M, A}, F}) es conexo re-
lativamente equiestable(CRES) si

(Ve > 0)(36 > 0)(VA € A)  yi(A3 5) C Be(M), (3.2)

donde Aj ; denota la componente conexa de Bs(M) N Ay que contiene a
M (suponiendo que esta sea conexa).

Entonces,
ES = RES = CRES.

Damos en el siguiente ejemplo una familia de atractores que es CRES
pero no RES.

EiempLo 8. Consideremos la familia de sistema de ecuaciones
diferenciales (en coordenadas polares):

2

El punto de equilibrio r = 1, 6 = 0 es asintOticamente estable para
A > 0 y atrae a todo el plano excepto el rayo 6 = A (incluyendo el
origen ). Denotamos el atractor con P y fijamos dos constantes € > 0
y 6 € (0,€). Para A pequeno, algunas de las érbitas emanadas desde
Bs(P) N A) no permanecen adentro de B.(P). Esto excluye la propiedad
RES. Sin embargo, las semiorbitas que comienzan en Aj 5 (por abajo

r=r(1-7), 0= sin(g) sin(

), (para v > 0,A > 0).
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del rayo 0 = A) permanecen adentro de B.(P) (ver Figura 3.1). Esto
demuestra que la familia de atractores es CRES.

Figure 3.1. llustracion del Ejemplo 8, se muestra de una
familia de atractores que tiene la propiedad CRES pero no
tiene la propiedad RES.

Un caso ilustrativo de una familia de atractores no-CRES es el
Ejemplo 7.(Aqui el conjunto A}“\’ s coincide con Bs(M)).

3.1. Equiestabilidad y pérdida critica de la estabilidad

PrROPOSICION 3.1.1. Sea M C X un conjunto compacto, equiestable
en Ay con respecto al familia F\, N C A, y Ao & A'. Entonces M es
Ag—estable.

La demostracion es una consecuencia de la continuidad de F. La
conversa de esta proposicion no es verdadera, como lo demuestra el
ejemplo que sigue.

EsEmMPLO 9. Sea la familia de ecuacines diferenciales lineales,
Y=z, z=-Ny—A’z

M = {(0,0)}, Ao = 0, A’ = (0, 00). Para A > 0 el retrato fase es el mismo
que el del Ejemplo 7 (en el que este se puede transformar mediante un
cambio de la variable independiente t), y por lo tanto no es equiestable.
Por otra parte, para A = 0, el origen es estable.

DEFINICION 3.1.2. Un conjunto compacto M Ag—invariante exhibe
una bifurcacion critica (también llamada bifurcacion vertical ) en A, si
es invariante y aislado de conjuntos cerrados débilmente invariantes
para valores de A que se acumulan en A, y cada vecindad de M contiene
un conjunto cerrado débilmente Ayj—invariante ajeno de M.
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{Un conjunto es débilmente invariante, si a través de cada uno de
sus puntos existe una o6rbita maximal,(i.e., que no puede ser extendida),
contenida en el conjunto. En el caso de un sistema dinamico, este
concepto se reduce, al de conjunto invariante.}

CoroLARIO 3.1.3. [3] Supdngase que el conjunto compacto M C X
es asitoticamente estable para cada X' € N, donde ' C A, Ay € A/;
Ao € N, pero no asintéticamente estable para A = Ay, y que M es
equiestable en Ay con respecto a la familia Fx.. Supongase ademds que
F», es LAC en alguna vecindad de M. Entonces M exhibe una bifurcacion
critica en Ay.

(Si el espacio es localmente compacto, la propiedad LAC es
redundante.)

Esto es una consecuencia de la proposicion precedente y de hechos
basicos de sistemas semidinamicos (ver por ejemplo, [16], Cap.II,
teoremas 3.5y 6.7.).

Los casos tipicos son los de la transiciéon de un nodo estable a
un centro, x =y, ¥y = —x — Ay (A > 0), y la ecuacion de van der
Pol, & — A(l — x®)Xx +x =0 (A > 0), o su equivalente cualitativo, (en
coordenadas polares) v = Ar(1 — r), 0= 1, el cual, tiene un ciclo limite
independiente de A(> 0), estos son algunos ejemplos prototipo que
mejor encajan en nuestro contexto.

3.2. La propiedad CRES vy la bifurcacion extracritica

En esta secciéon formulamos una condicién suficiente para la
ocurrencia de una bifurcaciéon extracritica que involucra la propiedad
CRES.

TEOREMA 3.2.1. [3] Sea F, una familia de sistemas semidindmicos
definidos sobre un espacio métrico X localmente conexo . Suponga que
existe un conjunto M C X compacto, conexo el cual es A\—invariante para
cada A € A, y cada F) es LAC en alguna vecindad de M. Supongamos
ademds que M es inestable para A = Ag y estable para cada A € A’ C A,
donde Ay € A/, y que se cumple la propiedad CRES. Entonces M exhibe
una bifurcacion extracritica para A = Ay.

Demostracion. Como en el Teorema 2.2, no hay pérdida de generalidad
si suponemos que M es asintoticamente estable para A € A'.

De la Proposicion 2.2.2 se sigue que I,,(M) no es vacio. Elegimos
un punto y € I,,(M) y una pareja de vecidades U € Vy y V € V,,
respectivamente. Luego, elgimos un 6 > 0 como en la Definicion 3.0.3,
siendo € > 0y tal que B.(M) C U.

Habiendo supuesto que el espacio es localmente conexo, la vecindad
Bs(M) contiene una vecindad conexa Us € Vy, que es cerrada con
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respecto a Bs(M). Despueés, fijamos A € A’ tal que: y*,(Bs(M))NV +# .
Entonces existen dos posibles, que dependen si: v € Ay, 0 Yy & Aj.
En el primer caso, cualquier punto x € Uy, tal que

nexnNv+g, (3.3)

necesariamente estaria en alguna componente conexa de Us N A, no
conteniendo M, por la propiedad CRES y la eleccion de 6. En tal caso se
puede probar, usando la propiedad LAC, que M exhibe una bifurcacion
en A.

Se podria notar que este caso solamente puede ocurrir cuando no
se cumple la propiedad RES.

Ahora regresamos al segundo caso, que es el principal, por la inica
razén mencionada. Por simplicidad, suponemos que vale la condicion
RES. Otra vez elegimos un punto x € Us que satisface (3.3). Si y &€ A,,
podemos suponer VN A, = @.

Entonces, obviamente, x ¢ A, ; siendo A, y Us vecindades conexas
de M se sigue que 0Ay N Us # &. Sea z el punto de interseccion,
entonces la propiedad RES implica y,*(z) C B<(M), por lo tanto existe
una bifurcacién extracritica. O

En los Ejemplos 6 y 8, donde las familias de atractores son CRES,
existe bifurcacion extracritica.

3.3. Las familias de atractores no-CRES vy las bifurcaciones
débilmente criticas

DEFINICION 3.3.1. Un conjunto M invariante y cerrado exhibe una
bifurcacion débilmente critica con respecto a una familia de sistemas Fx
en Ay € A, si cada una de sus vecindades contiene un conjunto cerrado
M’ débilmente A¢— invariante no contenido en M, mientras, para cada
A en un subconjunto A’ de A, que se acumulan en Ay, M es aislado de
conjuntos positivamente invariantes. {Si, en particular, M' " M = &, el
concepto se reduce al de bifurcaciom critica (Definicion 3.1.2).}

TeEOREMA 3.3.2. [3] Con las mismas hipotesis del Teorema 2.1,
excepto que no suponemos que M sea Ag—inestable y reemplazamos
la propiedad CRES por su opuesta no-CRES.

Entonces M exhibe una bifurcacion (posiblemente débilmente) critica.
Ademas existe una orbita principal para F,,.

Demostracion. Primero fijamos un € > 0, y para cada 6 > 0 elegimos
un A € A’ tal que vale la negacion de la relacion de inclusion de la
Definicion 3.0.3. Luego, definimos dos subconjuntos de Aj 5, analogos
a los conjuntos U}\ y U, y mediante argumentos a los utilizados en
la demostracion del Teorema 3.2.1, demostramos la existencia de una
orbita de contacto y,*(x)), con x, € A} s- Esta orbita intersecta al
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conjunto Sc.(M) en algin ‘“punto de contacto” 7y,(x). Eligiendo una
sucesién dy, con 6, — 0 y una correspondiente sucesion Jy, con
An, — Ap, denotamos los correspondientes puntos de contacto con
vn. La propiedad LAC, implica que la sucesion yy tiene un punto
de cerradura y* en S.(M). Entonces se puede construir una orbita
principal (i.e, definida para todos los valores de t) a través de y*.
Esta orbita principal esta contenida en el conjunto B.(M). Puesto
que € se puede tomar arbitrariamente pequeiio, y la cerradura de la
orbita principal es débilmente invariante, esto demuestra la existencia
de una bifurcacion (posiblemente débilmente)critica. Ademas, se ha
establecido que existen oOrbitas principales que se acumulan en M. [

En el Ejemplo 7, donde la familia de atractores es no-CRES, el
sistema se reduce a ¥ = z, z = 0, exhibiendo un continuo de puntos
criticos. Esta situacion corresponde (en el sentido estricto) a una
bifurcacion critica.

3.4. Ejemplos diversos

3.4.1. Familia de sistemas de ecuaciones diferenciales. Considere
la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales:

X=Ay+xy, V=-Ax—Ay+y° —x° (3.4)

Para A > 0, el origen es asintoticamente estable; para A = 0, un
analisis geométrico revela que todas las érbitas en los dos semiplanos
x > 0 y x < 0 son homoclinicas, luego, representa una bifurcacion
débilmente critica. Ademas de acuerdo con el Teorema 3.2.1, la familia
de atractores correspondiente a A > 0, es no-CRES para A — 0.

3.4.2. Familia de sistemas de ecuaciones diferenciales con re-
tardo. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales,
donde una de ellas depende de un parametro escalar A, e involucra una
accion retardada sobre la otra:

x(t) = —x3() + x(OW(t — 1), ) =3O+ (@) — Dy(t)  (3.5)

con A > 0. Para aplicar nuestra teoria, consideramos el sistema
semidinamico definido por (3.5) sobre el espacio Z* = C([—1, 0], R?) en
el siguiente sentido, dada una funcién inicial ¢ € Z*, sea z(-) = (x(-), ¥(-))
la correspondiente solucion de (3.5) {x(-), depende, por supuesto
solamente de @(0) }. Entonces denotamos con z; la funcion definida
por
zi(@)=z(t+0), 0¢c[-1,0],

con t en el intervalo maximal I, = [0, t,) para el cual existe la solucion,
y definimos el semigrupo local de trasformaciones F'» mediante

F'(zi) =z (t+t €1y);
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en particular, zo = . Denotaremos los puntos del espacio Z* con z*, y
el origen de Z* (la funcién idénticamente cero ) con 0%, y escribimos Z*
como la suma directa Z* = X* @ Y*, donde cada uno de los espacios X*
y Y*, es una réplica de C([—1, 0], R), denotando sus elementos con x* y
y*, respectivamente. Sobre los tres espacios introducimos las normas

|1Z*|| = sup{|Z(0)| : O € [-1,01},

z* y »* andlogamente. Aqui |z(0)| se define como |z(0)| + |»(6)|.
Definiendo y; exactamente igual que z;, la primera ecuacion del sistema
(3.5) se transforma en

x(t) = —x3(t) + x(t)y;

mientras que la segunda ecuacion del mismo sistema queda igual.
Entonces el semigrupo local F'» define un sistema semidiamico local
sobre el espacio Z* (ver por ejemplo [4]). Para poder aplicar el el
Teorema 3.2.1 al caso presente, definimos como conjunto M el origen
del espacio Z*. La propiedad LAC se deduce de manera directa del
Teorema de Arzela-Ascoli. Para A = 0, 0* es inestable y aislado; es
en realidad un punto silla, por lo tanto se excluye una bifurcacion
débilmente critica. Para A > 0, se puede demostrar que o* es estable,
aplicando, por ejemplo, el Teorema 3.4 en [20] el cual establece: Si el
conjunto M compacto y positivamente invariante es un atrvactor uniforme
relativo a un conjunto invariante cerrado y positivamente invariante Y,
que contiene a M, y Y es localmente estable cerca de M, entonces M es
estable. Aqui, que M sea un atractor uniforme relativo a Y significa que

(Jo > 0)(Ve > 0)(3T > 0) F:(Bo(M)NY) C Be(M),

y la estbilidad local de Y cerca de M significa que existe una vecindad
U € Vy tal que

(Ve > 0)38)(Vx € Bs(M))  F%(x) c Fl%(x) c B.(Y).

En nuestro ejemplo, los conjuntos Y y M son X* y {0*} respectiva-
mente. El origen o*, relativo a X*, es uniformemente asintéticamente
estable, por lo tanto se cumple la primera hipoétesis del Teorema 3.4 en
[20]. Queda por demostrar que X* es localmente estable cerca de o*.
Esto se puede obtener utilizando la funcién semidefinida de Lyapunov
v(y) = 2.

La existencia de una bifurcacion extracritica se sigue entonces del
Teorema 3.2.1.

3.4.3. Familia de sistemas de ecuaciones diferenciales parciales.
En el siguiente ejemplo haremos uso del Corolario 5.7 de [17],
concerniente a la teoria de reduccion de estabilidad, para verificar
la hipotesis de estabilidad asintética de un punto de equilibrio en el
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estudio de su bifurcacion cuando el parametro es distinto de su valor
critico. En el contexto actual, el corolario citado se reduce al siguiente:

COROLARIO 3.4.1. Sea F un sistema semidindmico sobre un espacio
métrico X; supongamos que los conjuntos M,Y C X son cerrados,
no vacios, positivamente invariantes, y ademads, que se cumplen las
siguientes hipatesis:

(i) Y es uniformemente estable: (Ve > 0)(36 > 0) y*(Bs(Y)) C
B(Y);
(i) Y es B—atractor: (VA € B)(¥e > 0)(3t > 0) FLr°)(A) C B(Y),
donde B es la familia de subconjuntos acotados de X;
(ili) M es By —atractor:
(VAy € B})(Ye > 0)3t > 0) FI'*(Ay) C B(M),

donde B es la familia de subconjuntos de X, de distancia
acotada respectoa Y;
(iv) el sistema semidindmico (o semigrupo), F es B-acotado, es decir

(VA € B)3B > 0) y*'(A) C Bg(M).
Entonces M es B-globalmente asintoticamente estable, o sea,
(VA € B)(Ye > 0)3t > 0) F'"*°)N(A) C B.(M)
y ademds M es estable.

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales parciales, a-
coplado y dependiente del parametro A, esta familia de sistemas define
una familia de atractores no CRES y exhibe una bifurcacion critica.

Ut = AUy, Vi = AUxx + UV, OD<x<1 (A>0). (3.6)
Ponemos condiciones de Dirichlet en la frontera,
u(0,t) =u(l,t) =0, v(0,t) =v(1,t) =0, (t >0),
y condiciones iniciales,
ulx,0) = @o(x),  v(x,0)=yox), (O<x<1), (3.7)

con Qq, Yo € H,. El sistema estd bien planteado para X = H, x H,,
donde

H, = {x € L*(0, 1) | x, x'son absolutamente continuas,
X" € L*(0,1) and x(0) = x(1) = 0 }.

En lo que sigue, para simplificar la notacion escribiremos L? en lugar
de L2(0, 1).
Tenemos que X es un espacio lineal normado, con norma

@, Wllx = @l +1Wlie, v @l =@l + (@l
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El conjunto de parametros para este caso es A = R*. Para cada
A € Ala A—solucién (uy, vy), donde u) :RxR* — R, v, : Rx Rt — R,)
del sistema de ecuaciones (3.6) esta dada explicitamente por

t
ur(x, ) =e Mpy,  valx, ) =e My + / e MDA (T T,
0

(3.8)

donde (Kv))(t) := (U va)(t) € H,, las funciones g y Yy se interpretan,
en la aplicacién fisica mas comun como distribuciones iniciales
de temperatura, dadas en (3.7), y finalmente A es el operador
A= —f—;, con dominio D(A) = H,. En el contexto actual escribiremos,
para cada A, F}\((p, ) = (uy, va)(t), para definir una familia de sistemas
semidinamicos en el espacio X.

Consideremos los conjuntos,

Y={(,plp=0}, M= {(@,¢)|p=0,y=0}

del espacio X. Puesto que cada elemento de la familia de semigrupos
{e=MA | A € A} es un semigrupo contractivo en L?(0, 1), también, para
cada A € A,

t
Lvy =e My +/ e~ NE=DAKY, )(T)d T,
0
define un operador contractivo en C([0, t], H,) para t pequenia. Entonces
tenemos que para cada A € A, v, esta bien definida para cada t > 0.

A continuaciéon vamos a verificar las hipotesis del Corolario 3.4.1
para cada A € A.

(i) Y es A-uniformemente estable.
Dado @, € H,, tenemos que

urx, ) =e M = Z e~ MMl sin mx, (3.9)
m=1
1
Cm = 2/ @(s)sin mrrsds. (3.10)
0

Entonces u,(x,t) — 0 cuando t — +oco, uniformemente en x,
porque |[ua(x, )]s = SuPye(o1) [UalxX, )| decrece monotona-
mente como funcion de t, para cada A > 0. Por lo tanto,
(uy, va) — (0,v,) cuando t — +oo uniformemente en X.

(ii) El conjunto Y es B—atractor uniforme en X. Esto se demuestra
con el mismo argumento que en (i).

(iii) El conjunto M es By—atractor uniforme en Y. En efecto, para
F;(cp, Y) € Y, uy = 0. Por lo tanto, (3.8) implica que, dado
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(rU € HO!

o0
2 2 .
v, t) = e MAY = Z e~ M ™l sin mmx, con
-1

1
dy =2 / Y(s)sin mrrsds.
0

Entonces v,(x,t) — M cuando t — +oco uniformemente en Y.
(iv) Finalmente, vamos a demostrar que el sistema semidinamico,
F, es B—acotado.

Las oOrbitas con puntos iniciales en conjuntos acotados estan acotadas.
Para esto, demostraremos que las orbitas estan uniformemente aco-
tadas sobre conjuntos acotados. En efecto, supongamos que

(@, ¥)||x < R para alguna R > 0,

y consideremos la solucién Ff\((p, ) = (uy,vy) del sistema (3.6) con
ux(x, 0) = (x), valx, 0) = Y(x), y la funcion,

1 1
wi(t) = E/ vidx. (3.11)
0
Derivando con respecto a t, e integrando por partes, obtenemos
1
w(t) < / u;\vidx. (3.12)
0
Por otro lado,
uy < upl < [ualls = sup |ualx, t)], (3.13)
X y
entonces
1 ) 1 ) 1 )
/ upvidx < / lua|vidx < ||u)\\|oo/ vidx (3.14)
0 0 0

Aplicando (3.13) y (3.14) obtenemos la siguiente desigualdad

1 1 1
wA(t)=/ —Avf\xdx+/ u;\vidxg/ (—AV3, + |[ua ]| o v3)dx. (3.15)
0 0 0

Haremos una estimacion de ||u,(x, t)|| - Considerando las ecuacio-
nes (3.9) y (3.10), obtenemos

oo
2.2
[ualloo <Y e ™ el (3.16)

m=1
En la ecuacién anterior acotaremos el coeficiente de Fourier, |c;,|.
. 1 .
Nuevamente integrando por partes dos veces ¢,, = 2 fo @(s)sinTrsds =
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— ﬁ fol Q" (s) sinmrrsds, de aqui, utilizando la desigualdad de Holder:

1
[ 1 ods < 9],
0

obtenemos finalmente una cota para los coeficientes |c, |

2 ! " ZH(pNHLZ
‘Cm| < M2 /O ‘(P (5)|d5 < el

COomo consecuencia tenemos

o ZH(p//HLZe—)\mznzt 2||(p//HL2 > q
o < < —. 3.17
[uallos < 7; mem2 = 2 7; m2 ( )
Pero, |@” || <R vy >z = T, entonces
R
[ualx, B)]joe < . (3.18)
31
De (3.11), (3.12) y (3.18) tenemos
2R
walx, t) < ——wa(x, t) (3.19)
31
de donde concluimos que
Rt R Ry
wi(t) < et w,(0) < 3—Tre5ﬂ , t>0. (3.20)

La desigualdad (3.20) significa que la funcién w,(t) correspondiente
a la mitad del cuadrado de la norma v,(x, t), es de orden exponencial
para cualquier funcion inicial ¢ acotada.

Demostraremos que para cada t suficientemente grande , w,(x, t) <
0, pero antes, considerando la integral

1
Valx, t) =/ Vas(s, t)ds, (3.21)
0

elevando al cuadrado ambos lados de (3.21) y aplicando la desigualdad
de Schwartz obtenemos

1
vi(x, b) < / V3 (s, tds, (3.22)
0

luego, integrando ambos lados de (3.22) sobre el intervalo [0, 1],
concluimos que

1 1
/ vi(x, Hdx < / v3.(x, bdx, (3.23)
0 0
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Para cada t, derivando w,(t), integrando por partes, y aplicando las de-
sigualdades (3.23) y (3.15) tenemos 1, (f) < fol(fAv)Z\x +[|uallovi)dx <
fol(—Avix +||uallov3,)dx, por lo tanto

1
wa(t) < (—2\+||uA||oo)/ v3,dx, (3.24)
0
Por otra parte, de la desigualdad (3.17) obtenemos
2Re—)\m et
[ualloo < Z P (3.25)

entonces en (3.25), para cada 2\ > 0 existe un tiempo T, > 0
suficientemente grande, tales que

[u]|oo < A (Yt > Ty), uniformemente sobre conjuntos acotados en X.

(3.26)
0 equivalentemente tomando en cuenta la desigualdad (3.24), expre-
samos lo anterior sucintamente de la siguiente manera

VA>0@ATy >0 t>Ty)  (Julle <A)  wWa() <0, (3.27)

uniformemente sobre conjuntos acotados en X. Esto implica que que la
solucion F;((p, ), permanece acotada, para t > 0, tomando en cuenta
ademas que la funcion w,(x, t) es de orden exponencial y que la funcion
exponencial esta acotada para 0 < t < T,.

Considerando el subespacio: Y = { (0,¢) | ¢ € H, }, el sistema
reducido es: u = 0, V¢ = AUyy. Y es invariante, M = {(0,0)} es un
Bj-atractor. Aplicando el Corolario 3.4.1, resulta que para cada, A > 0,
M es B--globalmente asintoticamente estable.

Para A = 0 la solucion es inestable.

En este caso el sistema (3.6) queda

ur=0 v =uv, OND<x<1) (A > 0), (3.28)
con condiciones de Dirichlet en la frontera,
u(0,t) =u(l,t)=0, v(0,t)=v(1,t)=0, (t>0) (3.29)
y condiciones iniciales,
u(x,0) = p(x) vx,0)=yx), 0<x<), (3.30)

con @, Y € H,. Puesto que u,(x, t) = 0, resulta u(x, t) = @(x). Entonces
vi(x,t) = px)v(x,t), de donde v(x,t) = Y(x)e®™. Por lo tanto el
sistema semidinamico correspondiente a A = 0, queda definido como

Fi(@, ) = (@(x), p(x)e' ™), (3.31)

Finalmente, aplicando el Corolario 5.2.4, de [1]
para A = 0, el conjunto M exhibe una bifurcacion critica, es decir
M no es aislado de conjuntos invariantes. Ademas, para A > 0, M



3.4. EJEMPLOS DIVERSOS 43

es aislado de conjuntos invariantes por ser atractor, aplicando esto
y el principio de persistencia de la inestabilidad tenemos que M es
un atractor no CRES; las orbitas se alargan en direccion del eje Y,
(simbolicamente), ilustramos este fendémeno en la figura 3.2. El conjunto
de puntos de bifurcacion esta dado por:
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Figure 3.2. llustracién de las soluciones u(x,t) y v(x, 1),
cuando A — 0, la superficie del lado derecho se alarga haci
arriba y se contrae en el plano xu, esto es lo que se puede
interpretar como familia de atractores no-CRES, ver también
el ejemplo 7.






Capitulo

Persistencia de la estabilidad
asintotica y la bifurcacion de
Hopf generalizada

4.1. Principio de persistencia para la estabilidad asintotica

Bajo las mismas hipoétesis ya establecidas para sistemas dinamicos
y semidindmicos en un espacio métrico general,X, que satisfacen la
condicion LAC (capitulos 2, 3, [19] y [18]); se puede establecer el
principio de persistencia para la estabilidad asintotica como sigue:

TEOREMA 4.1.1. Suponga que cada elemento de la familia Fx de
sistemas semidindmicos es LAC sobre un conjunto acotado A, y que A es
atraida uniformemente para A = Ay hacia un conjunto M con A € V.
Entonces, para cualquier vecindad U € Vy, existe una vecindad N € N’
tal que para cada A € N, U contiene un conjunto compacto A—estable M,
que atrae uniformemente al conjunto A para A. Ademads los conjuntos
mds pequerios M, con esta propiedad, son los conjuntos limite Ly(A).

La prueba (dada en [19]), esta basada en un argumento de induccién
y en la siguiente proposicion. Para el caso de sistemas sobre espacios
localmente compactos, existen otras pruebas, usando funciones de
Lyapunov [14].

PROPOSICION 4.1.2. [12] Si Fy es LAC sobre un conjunto acotado A,
L," es un conjunto no vacio, compacto, A— positivamente invariante que
atrae uniformemente al conjunto A para A. En particular, si A es una
vecindad de Ly*(A), este conjunto es A—estable.

El teorema 4.1.1 implica, en un sentido, que la regién de atraccion
no se puede colapsar repentinamente cuando el parametro cruza el
valor critico Ag; y por otro lado, A puede “explotar”, como es el caso en
la ecuacion: x = —x[(x — 1)+ AJ%. Aqui, para A = 0, la region de atraccion
del origen es (—oo, 1), y para A > 0 es todo R.
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4.2. Bifurcaciones de Hopf generalizadas

En lo que sigue, suponemos que existe un conjunto compacto M,
que es invariante para todo A. En el caso de sistemas semidinamicos,
invariacia de X significa que ambos M y su complemento son
positivamente invariantes.

El Teorema principal del cual todos los otros son consecuencia, es
el que sigue:

TEOREMA 4.2.1. [19] Supongamos que M atrae uniformemente a una
vecindad A € Vy para A = Aq, con respecto a una familia de sistemas
semidindamicos que son LAC sobre A. Si existe una sucesion de valores
A, tales que A, — Ao y una sucesion de puntos x, € A tales que
Ly, (xn) N M = &, entonces M exhibe una bifurcacion extracritica en Ay,
y los conjuntos M, de la Definicion 2.4.1 existen para A = A,, y se pueden
definir como:

My, = Ly, (xp).

El ultimo conjunto tiene todas las propiedades establecidas en
la Proposicion 4.1.2. Si el conjunto A es relativamente compacto,
la propiedad LAC es redundante. El teorema cubre el caso de una
transicion de estabilidad asinté6tica a inestabilidad completa, tratada en
[14].

Una generalizacion directa del teorema principal de [14] es la
siguiente.

TEOREMA 4.2.2. [19] Las hipotesis son las mismas del Teorema 4.2.1,
excepto que la ultima se reemplaza por la condicion que para una cierta
sucesion de valores A,, € A, con A,, — Ay, M es un repulsor, entonces
M exhibe una bifurcacion en Ay. En particular, ahi surgen conjuntos
Ay —atractores compactos positivamente invariantes que son ajenos de
M y atraen al conjunto A para cada A = Ay, y los conjuntos M,, se
pueden escoger como

M,, = L)\n+(A) N Ry,
Aqui R,, son las regiones de A,,—repulsion de M, y estan contenidas en
cualquier vecindad de M para A,, suficientemente cercana a Aq. Si los
sistemas F) son dinamicos, los conjuntos My, son A,—estables y separan
M del complemento de L, (A).

La cuestion de si la ultima parte del teorema también es valida para
sistemas semidinamicos, permanece como un problema abierto.



Capitulo

Bifurcaciones que surgen de
conjuntos silla

En esta seccion dentamos con el simbolo ¥, el filtro de vecindades
del conjunto S, con el cual de aqui en adelante denotaremos el conjunto
silla.

5.1. Persistencia de la estructura de silla

Un caso interesante y de particular importancia en la teoria general
de bifurcaciones que surgen de equilibrios y conjuntos invariantes
inestables como la desarrollada en el capitulo 2 , refinada en el capitulo
3,y en [21] (ver también [2]), es el caso de una bifurcaciéon que surge
de un punto de equilibrio silla (0 “conjunto silla” ). En este caso, tienen
lugar ambos comportamientos de estabilidad asintotica e inestabilidad
en ciertas subvariedades, mientras que para pequeias perturbaciones
surgen nuevos conjuntos silla de bifurcacion. En un sentido, se puede
hablar de “persistencia de la estructura de silla’, aun cuando la silla
original se convierta en un atractor local.

Aqui el punto de partida es el Teorema 2.1 del capitulo 2, que
vale aun sin la hipotesis de que el conjunto M sea aislado de conjuntos
invariantes cerrados, en tal caso, la conclusion del teorema podria ser
que M exhibe una bifurcacion en A, la cual puede ser extracritica o
(posiblemente débilmente) critica. En el contexto de nuestra teoria
general, la generalizacion de la bifurcaciéon de Hopf consiste en quitar
la hipotesis de que M sea un atractor (o repulsor) mientras se preserva
la suposicién que M es aislado de otros conjuntos invariantes, y esta
nos da los conjuntos silla.

En vista de lo anterior, la forma mas conveniente de definir un
conjunto silla para nuestro proposito; es:

DEFINICION 5.1.1. Un suconjunto S C X se llama conjunto silla si:

AU e PV e HExeV) y'(x)ZU x €y (6U). (5.1)
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48 5. BIFURCACIONES QUE SURGEN DE CONJUNTOS SILLA

DEFINICION 5.1.2. Un subconjunto § C X se llama aislado de
conjuntos invariantes si:

3U € HYM' invariante: M cU) =M CS

PROPOSICION 5.1.3. [1] Sea S C X un conjunto compacto e invariante.
Supongamos ademds que se cumplen las siguientes hipotesis:

(i) F es LAC sobre W € &;
() VU eNEAVeS) VU, V\S esconexo;
(iii) S es aislado de conjuntos invariantes;
(iv) S no es atractor; y
v) QU € PIVV € H)Ex € V) x € y*(€@U).

Entonces S es un conjunto silla.

LEMA 5.1.4. [1] Sea (X, T, F, A) una familia de sistemas dindmicos, X
un espacio métrico localmente compacto, M C X invariante y compacto
VA € A. Ademds supongamos que se cumplen las siguientes hipotesis:

i) )\0 € X,'
(i) U, Vv, W) (W eW)(VeV)UeVy),y
(iii) M es Ag- aislado de conjuntos invariantes con respecto a U;

Entonces 3N € N(VA € N) (AM)' A — invariante M, C V\W).

TEOREMA 5.1.5. [1] Sea (X, T,F,A) una familia de sistemas semi-
dinamicos, X un espacio métrico localmente arco-conexo, M C X
invariante y compacto VA € A. Ademds supongamos que se cumplen las
siguientes hipotesis:

(i) Fpn esLAC en Ay sobre W € Vy;
(i) M es Ag—inestable;
(iii) (Fx & M)(L*(x) # 0)(L*(x) C M);
(iv) M es Ag- aislado de conjuntos invariantes con respecto; y
(v) (Ve > 0)(36 > 0) B.(M)\B5(M) es conexo.

Entonces se separan de M conjuntos sillas.

En los ejemplos que siguen presentamos tres casos prototipo en el
plano que nos ilustran el contenido del Teorema 5.1.5.

EijeMPLO 10. Sea la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias dependientes del parametro A > 0,
X=Ay—x°, y=—Alx+y)+)>. (5.2)

El espacio fase es R?, el espacio de parametros A es R* y M = {(0,0)}.
Para A = 0, M es un conjunto silla y, para A > 0 M es un foco estable.
Los puntos que se bifurcan son conjuntos silla. Ver la figura 5.1.
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Figure 5.1. Arriba, para A = 0, M es un conjuntossilla. Abajo,
paraA = 0.5, M es un foco estable. Los puntos de bifurcacion
son puntos silla.

EiempLo 11. Consideremos la familia de sistemas de ecuaciones
diferenciales que contienen el parametro A,

X=9—x, ¥y=0%-Ny+)’. (5.3)

El espacio fase es R?, el espacio de parametros A es R* y M = {(0,0)}.
Para A = 0, M es un conjunto silla y, para A > 0 M es un nodo estable.
Los puntos que se bifurcan son puntos silla. Ver la figura 5.2.

EJEMPLO 12. Para la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales
que dependen del parametro A > 0,

X=Ay+x2, y=—-Ax+y) — . (5.4)

El espacio fase es R?, el espacio de parametros A es R* y M = {(0,0)}.
Para A = 0 M es un conjunto silla degenerada y, para A > 0 M es un



50 5. BIFURCACIONES QUE SURGEN DE CONJUNTOS SILLA

7 0
. / / il

5577 2 = "»' ;;", 3 7}7/7]7[7,

7

.

7%
L

Figure 5.2. Arriba, para A = 0, M es un conjuntosilla. Abajo,
paraA = 0.5, M esunnodo estable. Los puntos de bifurcacién
son puntos silla.

nodo estable y el punto que se bifurca es un punt silla. Ver la figura
5.3.
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Figure 5.3. Arriba, para A = 0, M es un conjunto silla
degenerada (fusiéon nodo-silla). Abajo, para A = 0.5, M es
un foco estable. El punto que se bifurca es un punto silla.






Apéndice

Notaciones y algunos conceptos
fundamentales.

Una bola con centro en x € R" y radio €, la denotamos con
Bx)={y eR"| [ x-y<el}
Sean f'y g dos funciones dadas. Decimos que

f(x)=0(g(x)) cuando x — 0

si existe § > 0 y existe M > 0 tal que | f(x) |[< M | g(x) | para toda x
tales que | x |< d. Decimos que

f(x)=o0(g(x)) cuando x — 0
si para toda € > 0 y existe § > 0 tal que | f(x) |< € | g(x) | para toda x
tales que | x |< &.
Introducimos las siguientes notaciones: Sean i € Z*" con norma i
y producto x' como sigue
i = (lly i2| hhhs ] l‘}’L)
[i| =d1 +i2+...+1y
X 1= ki Xl
Si f:R"™ — R tiene |i| derivadas, escribimos
olil
Dif®) = = —
oxy' x7'...0x3
TEOREMA A.0.6. (Teorema de Taylor) Si f : U C R" — R, de clase
C™*1con Q un conjunto abierto que contiene un segmento de recta que

incluye los puntos desde a hasta X, entonces existe un punto & en este
segmento tal que

1 i 1 i _ i
fx) = l;ﬂ mDif(an)(x e Eﬂ Dif(E)(x — a)l.

TeEOREMA A.0.7 (Teorema de la funciéon inversa). SeaF: U C R" —
R",
X:i=(x1,...,Xn) 3 R" — FX) := (F1(X), ..., F,(x)) € R"
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donde U es un conjunto abierto, y F de clase C' en una vecindad de un
punto xo € U. Ademds supongamos que

F(xo) = po
Y
- (%o0) - (Xo)
0x, 0 0xp 0
oF
a (XO) = . :
ox oF, OF,
2 xyll (XO) F) x:' (XO)

es no singular. Entonces existen € > 0 y 6 > 0 tales que F : Bs(xg) —
B.(po) es uno-a-uno y sobre; es decir, para todo p € B.(po) existe una
unica solucion x € Bs(Xg), tal que

F(x) = p.
TEOREMA A.0.8 (Teorema de cla funciéon implicita). Sea F : Q C
R x R? — RP,
X, y) = (xX1,..., Xq, V1,..+,Vp) 2 RT x RP = F(x,y)
= (Fl(X)! e !Fp((Xi Y)) € Rp

donde Q es un conjunto abierto, y F de clase C' en una vecindad de un
punto (Xo,Yo) € Q. Ademds supongamos que

F(XOl YO) = O!
y que la matrizde p x p

252 (%0, Y0)) 281 (%0, Y0))
A% ’ U oy ’

oF

af((Xo, Yo)) = : :

y oF, (« oF,

aiyl X0, YO)) E((X()! YO))

es no singular. Entonces existen € > 0 tal que B.(xy) C R? y existe una
funcion f : B.(xg) — RP” tal que

f(XO) = YO’
y para todo x € B.(Xp)

Fx, f(x)) = 0.
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