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de Hopf generalizada 45

4.1. Principio de persistencia para la estabilidad asintótica 45
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Introducción

Entre los diversos enfoques existentes en el estudio y desarrollo de
la teoŕıa de bifurcaciones, el nuestro está planteado en particular, en
el problema de la conexión que existe entre dos tipos de fenómenos
que ocurren en familias de sistemas dinámicos o semidinámicos que
dependen de un parámetro λ, con respecto a un punto de equilibrio o
un conjunto invariante compacto M independiente de λ:

1. El cambio del comportamiento de la estabilidad de M cuando el
parámetro λ entra o sale de un cierto valor cŕıtico λ0;

2. La bifurcación deM en el sentido de que este conjunto se ‘‘escinde’’
en más de un conjunto invariante cuando el parámetro λ entra o
sale de un cierto valor λ0. Esta bifurcación puede ser extracŕıtica
(o ultracŕıtica, suponiendo que λ es un parámetro escalar), es decir,
surgen conjuntos invariantes compactosMn para los valores λn de λ
tales que λn → λ0, Mn ∩M = ∅, y la distancia maximal entreMn yM
converge a 0; o esta puede ser cŕıtica (también llamada vertical) en el
sentido de que para λ = λ0 existen conjuntos invariantes compactos
que se acumulan en M, mientras que para λ 6= λ0, M es aislado de
tales conjuntos.

El caso mejor conocido donde un cambio de estabilidad coincide
con una bifurcación es la clásica bifurcación de Poincaré-Andronov-
Hopf [9], [15], (referida, en lo que sigue, simplemente como bifurcación
de Hopf, de acuerdo con el lenguaje usual). Ah́ı el cambio de la
estabilidad (en el caso t́ıpico, de estabilidad asintótica ‘‘cŕıtica’’ a
inestabilidad completa ‘‘ultracŕıtica’’) está reflejado en un cambio de la
estabilidad correspondiente al sistema linealizado { siendo el ejemplo
más simple, el dado por la ecuación diferencial ordinaria: ẋ = x(λ−x2)
(‘‘pitchfork’’)}.

Posteriormente, partiendo del art́ıculo [14] de los cuatro autores ita-
lianos, Marchetti, Negrini, Salvadori y Scalia, donde observaron que la o-
currencia de una bifurcación, en general, no necesariamente depende de
la parte lineal del sistema, más bien, es una consecuencia del cambio de
la estabilidad, independientemente de que esta esté o no reflejada en el
espectro de la parte lineal del sistema. Como un ejemplo consideremos
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viii INTRODUCCIÓN

el sistema ([19], ejemplo 4.20(b)): ẋ = y, ẏ = −x + y3(λ − x2). Para
este, los eigenvalores de la parte lineal son ±i, independientes de λ (el
cual afecta solamente en la parte no lineal). De cualquier manera, es
más fácil probar que para λ ≤ 0, el origen es asintóticamente estable,
mientras que para λ > 0, es completamente inestable y surgen ciclos
ĺımites que se contraen en el origen cuando λ→ 0. Ver la Figura 0.1.
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Figure 0.1. Arriba, para λ = 0, (0,0) es un foco estable.
Abajo, para λ = 0.3, (0,0) es un foco inestable. El conjunto
que se bifurca es una órbita periódica.
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En [14] se probó que si un conjunto M es asintóticamente estable
para λ = λ0, y completamente inestable (repulsor) para valores de λ
cercanos a λ0, entonces ‘‘emergen’’ deM conjuntos invariantes (además,
estos son asintóticamente estables) (‘‘bifurcación extracŕıtica’’).

Este resultado se extendió, en [19], a sistemas semidinámicos sobre
espacios métricos, bajo una suposición de compacidad asintótica. {Esta
propiedad es compartida por una clase muy amplia de ecuaciones de
evolución (ver [7], donde el término usado es asintóticamente suave).}
Ah́ı, también fue relajada la hipótesis de inestabilidad completa. En
particular, se probó que cualquier transición de estabilidad asintótica a
conjunto silla, implica una bifurcación extracŕıtica, excepto en el caso
hipotético donde todas las órbitas exteriores son homocĺınicas.

Todos estos resultados, son una consecuencia de un principio de
persistencia de la estabilidad asintótica que establece que siempre que
un sistema involucre un conjunto invariante asintóticamente estable
(atractor estable) y se perturbe ligeramente, surge en el sistema pertur-
bado, un conjunto asintóticamente estable arbitrariamente cercano al
atractor original (demostrado primero, en un preliminar, pero de forma
muy general en [18], después en [23], Teorema 25.3, pero combinado
con perturbaciones persistentes e impulsivas, y vuelto a demostrar en
[14] y por otros autores).

Un tipo de extensión de la bifurcación de Hopf totalmente diferente,
está considerada en [2], [21] y [3]. Aqúı, en lugar de relajar la condición
de inestabilidad completa para λ 6= λ0, como en el caso anterior,
relajamos la hipótesis de estabilidad asintótica para λ = λ0, requiriendo
en su lugar que, M sea inestable, únicamente en el sentido negativo.
Para evitar esta doble negación, invertimos la escala de tiempo.

Entonces el problema se convierte en el siguiente: ¿Qué se puede
decir acerca de la existencia de bifurcaciones en el caso donde M es
inestable para λ = λ0 y (asintóticamente) estable para algunos valores
de λ que se acumulan en λ0? (si la estabilidad es o no asintótica, es
irrelevante).

Un ejemplo t́ıpico de esta situación es el caso de dos sistemas
acoplados, uno de los cuales pierde su estabilidad cuando λ alcanza
el valor λ0, mientras que los otros permanecen estables para todos los
valores de λ, este es el caso de una transición extracŕıtica silla--atractor,
siendo el prototipo trivial el sistema: ẋ = −λx + x3, ẏ = −y. Ver la
Figura 0.2.

La razón para la existencia de este tipo de bifurcaciones, se
encuentra en lo que llamamos el principio de persistencia de la
inestabilidad, el cual juega un papel análogo en este contexto que
el que juega el principio de la persistencia de la estabilidad asintótica
en el caso previo. En términos generales, este principio establece
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Figure 0.2. Arriba, paraλ = 0, (0,0) es un punto silla. Abajo,
paraλ = 0.5, (0,0) es un nodo estable. El punto que se bifurca
es un punto silla.

que si un sistema exhibe un cierto grado de inestabilidad, esta
situación no se puede modificar sustancialmente mediante cambios
arbitrariamente pequeños en los parámetros del sistema, en cambio, si
puede empeorarse.

El uso de esta propiedad de persistencia en la demostración de la
existencia de bifurcaciones es menos fácil que en la del caso que tiene
que ver con la estabilidad asintótica. En efecto, se puede demostrar,
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bajo una condición de compacidad asintótica local para la familia de
sistemas bajo consideración y suposiciones moderadas concernientes
al espacio, que una transición extracŕıtica de inestabilidad a estabilidad
implica una bifurcación que puede ser cŕıtica o extracŕıtica.

Un papel central en la demostración, lo juega un argumento análogo
al del tipo que se usa en el método topológico de Wa_zewski. Esta parte
de la teoŕıa es la más general y se presenta en el caṕıtulo 2.

En el caṕıtulo 3, bosquejamos un refinamiento del último resultado
establecido, introduciendo un concepto de equicontinuidad y sus
generalizaciones, en particular, la noción del concepto de ser una
familia de atractores conexo relativamente equiestable (CRES) que
interviene cuando el parámetro λ tiende al valor cŕıtico λ0.

El resultado principal en esta dirección es que una ganancia
extracŕıtica de la estabilidad, junto con la propiedad CRES, da una
bifurcación extracŕıtica mietras que la ausencia de la propiedad CRES
implica una bifurcación cŕıtica, posiblemente en una forma débil, en el
sentido que los conjuntos invariantes que se acumulan en M, pueden
tomar la forma de lazos homocĺınicos.

La propiedad CRES aparece t́ıpicamente en los casos donde la
pérdida de la estabilidad resulta de la contracción de la región de
atracción, como en la bifurcación de Hopf, mientras que el compor-
tamiento no-CRES ocurre por ejemplo cuando surge la inestabilidad de
una deformación continua de las espirales de un foco (ver el ejemplo al
final del caṕıtulo 3).

Los ejemplos en los cuales se ha aplicado la teoŕıa incluyen ecua-
ciones diferencioales funcionales con retardo y sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales.

En el caṕıtulo 4, presentamos las bifurcaciones que surgen de
atractores estables, y en el, caṕıtulo 5, abordamos estudio del caso
especial de bifurcaciones de puntos (y conjuntos) sillas usando un
método topológico basado en argumentos del tipo Wa_zewski.

En conclusión podemos resumir los resultados como sigue: Si
un conjunto invariante compacto M exhibe una pérdida o ganancia
de la estabilidad cuando el parámetro entra o sale de un valor
cŕıtico para el cual M es aislado de conjuntos invariantes, M exhibe
a bifurcacion, excepto, posiblemente, en un caso muy especial de la
transición extracŕıtica desde un atractor estable hacia un conjunto
silla rodeado completamente de órbitas homocĺınicas. Los resultados
mencionados hasta ahora, estan contenidos en el cuadro sinóptico
en la Figura 0.3, mediante el cual ilustramos la teoŕıa general de
bifurcaciones desarrollada con este enfoque.
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Figure 0.3. En el lado izquierdo, ilustramos algunos resulta-
dos del problema de bifurcaciones que surgen de equilibrios
estables y, en el lado derecho las que surgen de equilibrios
inestables en conexión con los tipos de cambios de estabili-
dad.



Capítulo1
Ejemplos de bifurcaciones

1.1. Bifurcaciones elementales

En esta sección exploramos el concepto principal de este curso:
el fenómeno de bifurcación, el cual ocurre cuando la estructura de de
las órbitas de una ecuación diferencial dependiente de un parámetro,
cambia bruscamente bajo cambios pequeños del parámetro. A contin-
uación vamos a considerar algunos ejemplos citados ampliamente en
la literatura, ver por ejemplo [22], [8], [10] y [11] entre otros. Estos
ejemplos son del tipo

ẋ = f (λ, x), x ∈ R, λ ∈ R,

donde λ es el parámetro.

Ejemplo 1. Sea la familia de ecuaciones diferenciales.

ẋ = f (λ, x) = λ− x2, x ∈ R , λ ∈ R. (1.1)

Tenemos que f (0,0) = 0, es decir, el origen x = 0 es un punto de
equilibrio de (1.1) es inestable para λ = 0. Además para cada λ 6= 0 los
puntos de equilibrio de (1.1) están dados por la ecuación

x2 = λ (1.2)

de donde tenemos que para λ < 0, la correspondiente ecuación
diferencial no tiene puntos de equilibrio. Mientras que para λ > 0,
1.1 tiene dos puntos de equilibrio: uno, para x =

√
λ, (asintóticamente)

estable y, el otro para x = −
√
λ inestable. Estos puntos de equilibrio se

colapsan cuando λ→ 0. Por otra parte, notemos que

∂f
∂x

(0,0) = 0

esto es, para λ = 0, la linealización del campo escalar f en x = 0, tiene
un eigenvalor con parte real cero.

En este ejemplo de bifurcación, el punto (λ, x) = (0,0) (vértice de
la parábola en el plano λ − x) se llama punto de bifurcación y el valor
del parámetro λ = 0 es el valor de bifurcación. La figura 1.1 en la
cual se muestra la información dinámica de la familia de ecuaciones

1



2 1. EJEMPLOS DE BIFURCACIONES

diferenciales (1.1) se llama diagrama de bifurcación. Este tipo de
bifurcación se conoce como bifurcación nodo-silla.

Investigaremos condiciones bajo las cuales una familia general de
campos escalares que dependen de un parámetro λ, sufre una bifur-
cación nodo-silla como en el caso del ejemplo anterior. Para esto,
consideremos la familia general de campos vectoriales unidimension-
ales dependientes del parámetro λ,

ẋ = f (λ, x), x ∈ R, λ ∈ R. (1.3)

Supongamos que (1.3) tiene un punto de equilibrio fijo en (λ, x) = (0,0),
es decir,

f (0,0) = 0, (1.4)

además, supongamos que el punto de equilibrio no es hiperbólico, o
sea,

∂f
∂x

(0,0) = 0. (1.5)

Si
∂f
∂λ

(0,0) 6= 0, (1.6)

(como en la ecuación (1.1) para la cual ∂f∂λ (0,0) = 1) entonces el teorema
de la función impĺıcita implica que existe una función

λ = λ(x), λ(0) = 0 (1.7)

definida para x suficientemente pequeña tal que f (λ(x), x) = 0. Las
condiciones (1.4), (1.5), (1.6), (1.7) y además,

∂λ
∂x

(0) = 0, (1.8)

y
∂2λ
∂x2

(0) 6= 0, (1.9)

implican que el punto (λ, x) = (0,0) sufre una bifurcación nodo- silla.
Para obtener expresiones equivalentes a (1.8) y (1.9) en términos de

las derivadas de f evaluadas en los puntos de bifurcación, derivamos a
f impĺıcitamente con respecto a x a lo largo de la curva de los puntos
de equilibrio de (1.3).

Usando (1.6) y aplicando el teorema de la función impĺıcita existe
ε > 0 y existe una función λ : Bε(0) → R, tal que

f (λ(x), x) = 0, ∀x ∈ Bε(0). (1.10)

Derivando (1.10) impĺıcitamente con respecto a x da

df
dx

(λ(x), x) =
∂f
∂x

(x, λ(x)) +
∂f
∂λ

(x, λ(x))
dλ
dx

(x)

= 0.
(1.11)
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Evaluando (1.11) en (λ, x) = (0,0), obtenemos

dλ
dx

(0) =
− ∂f
∂x (0,0)
∂f
∂λ (0,0)

; (1.12)

por lo tanto de (1.5), (1.7) y (1.12) concluimos que

dλ
dx

(0) = 0, (1.13)

es decir, la curva de puntos de equilibrio (1.7) es tangente a la ĺınea
λ = 0 en x = 0.

Derivando otra vez (1.11) con respecto a x obtenemos

d2f
dx2

(λ(x), x) =
∂2f
∂x2

(λ(x), x) + 2
∂2f
∂x∂λ

(λ(x), x)
dλ
dx

(x)

+
∂2f
∂λ2

(λ(x), x)(
dλ
dx

(x))2

+
∂f
∂λ

(λ(x), x)
d2λ
dx2

(x)

= 0.

(1.14)

Evaluando (1.14) en (λ, x) = (0,0) y aplicando (1.9) y (1.13) obtenemos

∂2f
∂x2

(0,0) +
∂f
∂λ

(0,0)
d2λ
dx2

(0) = 0

y luego,

d2λ
dx2

(0) =
− ∂2f
∂x2 (0,0)
∂f
∂λ (0,0)

. (1.15)

Entonces, (1.15) es diferente de cero puesto que tenemos

∂2f
∂x2

(0,0) 6= 0.

Resumiendo, si f satisface las siguientes condiciones
f (0,0) = 0

∂f
∂x

(0,0) = 0

 (1.16)


∂f
∂λ

(0,0) 6= 0

∂2f
∂x2

(0,0) 6= 0,

 (1.17)

Entonces (1.3) sufre una bifurcación nodo-silla para (λ, x) = (0,0).
Las ecuaciones (1.16) y (1.17) implican que existe una única curva

de puntos de equilibrio en el plano λx, que pasa a través del punto
(λ, x) = (0,0) tangente a la recta λ = 0 y, la segunda ecuación en (1.17)
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implica que esta curva está localmente por un lado de la recta λ = 0.
Si − ∂2f

∂x2 (0,0)/ ∂f∂λ (0,0) > 0, la gráfica de puntos de equilibrio está por
el lado derecho de la recta λ = 0 (concavidad dirigida hacia el lado

derecho) en el plano λx. Si − ∂2f
∂x2 (0,0)/ ∂f∂λ (0,0) < 0, la gráfica de puntos

de equilibrio está por el lado izquierdo de la recta λ = 0 (concavidad
dirigida hacia el lado izquierdo) en el plano λx. Es fácil verificar que

para la ecuación (1.1) del ejemplo 1, − ∂2f
∂x2 (0,0)/ ∂f∂λ (0,0) = 2 > 0.

Consideremos una familia de campos vectoriales unidimensionales,
f (λ, x), que tienen un punto fijo no hiperbólico en (λ, x) = (0,0).

La expansión de Taylor para este campo vectorial alrededor de
(λ, x) = (0,0), está dada por

f (λ, x) = f (0,0) + x
∂f
∂x

(0,0) + λ
∂f
∂λ

(0,0) +
1

2

[
x2 ∂

2f
∂x2

(0,0)

+ xλ
∂2f
∂x∂λ

(0,0) + λ2 ∂
2f
∂λ2

(0,0)

]
+

1

3!
[x3 ∂

3f
∂x3

(0,0)

+ x2λ
∂2f
∂x2∂λ

(0,0) + xλ2 ∂3f
∂x∂y2

(0,0) + λ3 ∂
3f
∂y3

(0,0)] + 2(4).

(1.18)

Tomando en cuenta (1.16) y (1.17), (1.18) queda,

f (λ, x) = a0λ + a1x2 + a2λx + a3λ2 + 2(3), (1.19)

donde las constantes ai, i = 0, 1, 2, 3, . . . , son los valores de las
derivadas parciales de f en (λ, x) = (0,0). La estructura del diagrama
de bifurcación de (1.3) en una vecindad suficientemente pequeña de
(λ, x) = (0,0) donde f (λ, x) es de la forma (1.19) es la misma que la de
uno de los siguientes campos escalares escritos en su forma normal

ẋ = λ± x2. (1.20)

La ecuación (1.20), se llama la forma normal para la bifurcación nodo-
silla. En la figura 1.1 se muestra el diagrama de bifurcación para el caso
del signo negativo en (1.20).

Figure 1.1. Bifurcación nodo-silla.
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Ejemplo 2. Consideremos la ecuación diferencial

ẋ = f (λ, x) = λx− x2, x ∈ R , λ ∈ R. (1.21)

Verificamos fácilmente que

f (0,0) = 0 y
∂f (0,0)

∂x
= 0.

El conjunto de los puntos de equilibrio de la ecuación (1.21) está
dado por

{(λ, x) | x = 0 o x = λ}.
En este caso tenemos que para cada λ < 0, la ecuación diferencial
(1.21) tiene dos puntos de equilibrio: uno para x = 0, (asintóticamente)
estable y el otro para x = λ, inestable. Cuando λ alcanza el valor cŕıtico
λ = 0, estos dos puntos de equilibrio se colapsan en en uno: x = 0, el
cual queda inestable. Para cada λ > 0, se separan dos equilibrios x = 0
y x = λ, invirtiendo su propiedad de estabilidad con respecto al caso
λ < 0: el punto x = 0 cambia a inestable y el punto x = λ cambia a
(asintóticamente) estable. Notemos que, x = 0 es un punto de equilibrio
fijo para toda λ ∈ R y cuando λ sobrepasa el valor cŕıtico del parámetro
λ = 0, el equilibrio fijo sufre un cambio de estabilidad. A este tipo de
bifurcación se le llama bifurcación transcŕıtica.

La estructura de las órbitas en una vecindad del punto de
bifurcación de la ecuación (1.21) del ejemplo 2, está caracterizado
por las siguientes condiciones: a) existen dos curvas de puntos de
equilibrio que pasan a través de (λ, x) = (0,0), una está dada por x = λ,
y la otra por x = 0, en el plano λx; b) las curvas de puntos de equilibrio
existen en ambos lados de la recta λ = 0; y finalmente, c) la estabilidad
a lo largo de cada curva de puntos de equilibrio cambia al cruzar la
recta λ = 0.

Buscaremos las condiciones para que una familia general de campos
vectoriales escalares que dependen del parámetro λ, tenga dos curvas
de puntos de equilibrio en el plano λx tales que contengan el punto de
bifurcación (λ, x) = (0,0), y cumplan las propiedades a), b) y c), como
del ejemplo 2.

Sea el campo vectorial escalar

ẋ = f (λ, x), x ∈ R, λ ∈ R. (1.22)

Supongamos que (1.22) tiene un punto de equilibrio fijo en (λ, x) = (0,0),
es decir,

f (0,0) = 0,
además, supongamos que el punto de equilibrio no es hiperbólico, o
sea,

∂f
∂x

(0,0) = 0.
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Por otra parte, en el ejemplo 2 la ecuación diferencial (1.21) tiene dos
curvas de puntos de equilibrio: x = 0 y x = λ y estas contienen el
origen (λ, x) = (0,0). Para que esto ocurra en el caso general ponemos
la condición

∂f
∂λ

(0,0) = 0, (1.23)

puesto que pedimos que f (0, λ) = 0 para toda λ ∈ R o por el teorema
de la función impĺıcita, debe existir una única curva de puntos fijos a
través del origen,

λ = λ(x), λ(0) = 0 (1.24)

definida para x suficientemente pequeña tal que f (λ(x), x) = 0.
Para seguir un procedimiento análogo al del ejemplo 1, necesitamos

la condición, ∂f∂λ (0,0) 6= 0, para poder aplicar el teorema de la función
impĺıcita. Sin embargo, debido a la ecuación (1.23), el procedimiento del
ejemplo 1 no se puede seguir tal cual. Para considerar la recta x = 0, de
puntos de equilibrio que contiene el punto de bifurcación (λ, x) = (0,0),
escribimos la ecuación (1.22) en la siguiente forma apropiada

ẋ = f (λ, x) = xF(λ, x), x ∈ R λ ∈ R. (1.25)

donde definimos

F(λ, x) ≡


f (λ, x)

x
, x 6= 0

∂f
∂x

(0, λ), x = 0

 (1.26)

Aśı, la curva x = 0, es una curva de puntos de equilibrio para la ecuación
(1.25). Para encontrar otra curva de puntos de equilibrio que conenga el
punto (λ, x) = (0,0), lo haremos en términos de las derivadas parciales
de F, las cuales a su vez las expresamos en términos de las derivadas
parciales de f , usando la definición (1.26).

De la función F(λ, x) en (1.26) verificamos lo siguiente

F(0,0) = 0, (1.27)

∂F
∂x

(0,0) =
∂2f
∂x2

(0,0), (1.28)

∂2F
∂x2

(0,0) =
∂3f
∂x3

(0,0), (1.29)

y
∂F
∂λ

(0,0) =
∂2f
∂x∂λ

(0,0). (1.30)

Suponiendo que (1.30) es diferente de cero, entonces por el teorema de
la función impĺıcita existe un intervalo abierto I ⊂ R que contiene el 0
y existe una función λ : I → R con λ = λ(x) tal que

F(λ(x), x) = 0. (1.31)
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Es claro que la curva descrita descrita por por λ(x) es una curva de
puntos fijos de (1.25). Para asegurar que esta curva no coincide con la
curva x = 0, y que existe por ambos lados de la recta x = 0, suponemos
que

0 < |dλ
dx

(0)| <∞.

Derivando (1.31) impĺıcitamente con respecto a x da

dF
dx

(λ(x), x) =
∂F
∂x

(x, λ(x)) +
∂F
∂λ

(x, λ(x))
dλ
dx

(x)

= 0.
(1.32)

Evaluando en (λ, x) = (0,0) obtenemos

dλ
dx

(0) =
− ∂F
∂x (0,0)
∂F
∂λ (0,0)

; (1.33)

Tomando en cuenta (1.27) a (1.30) y 1.32, la ecuación (1.33) se escribe
como

dλ
dx

(0) =
− ∂2f
∂x2 (0,0)
∂2f
∂x∂λ (0,0)

; (1.34)

Resumiendo, sea el campo vectorial escalar

ẋ = f (λ, x), x ∈ R λ ∈ R. (1.35)

Suponiendo que (1.35) tiene un punto de equilibrio fijo en (λ, x) = (0,0),
es decir,

f (0,0) = 0,
y que además, se cumplen las siguientes hipótesis sobre la función f y
sus derivadas 

f (0,0) = 0

∂f
∂x

(0,0) = 0

 (1.36)



∂f
∂λ

(0,0) = 0

∂2f
∂x∂λ

(0,0) 6= 0

∂2f
∂x2

(0,0) 6= 0,


(1.37)

entonces el equilibrio (λ, x) = (0,0) de (1.35), sufre una bifurcación
transcŕıtica.

Suponiendo (1.36), (1.37), y considerando (1.18) la expansión de
Taylor del campo vectorial escalar, f (λ, x) alrededor de (λ, x) = (0,0),
está dada por

f (λ, x) = a1x2 + a2λx + a3λ2 + 2(3), (1.38)
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donde las constantes ai, i = 1,2,3, ..., resultan de la evaluación de las
derivadas parciales de f en (λ, x) = (0,0).

La estructura de las órbitas de (1.35) en una vecindad suficiente-
mente pequeña de (λ, x) = (0,0) donde f (λ, x) es de la forma (1.38) es
la misma que la estructura de las órbitas de

ẋ = λx∓ x2. (1.39)

La ecuación (1.39), se llama la forma normal para la bifurcación
transcŕıtica, el diagrama de bifurcación correspondiente se muestra
en la figura 1.2, para el signo negativo en la ecuación (1.39).

Figure 1.2. Bifurcación transcŕıtica.

Ejemplo 3. Consideremos la ecuación diferencial

ẋ = f (λ, x) = λx− x3, x ∈ R, λ ∈ R. (1.40)

Se puede verificar fácilmente que

f (0,0) = 0 y
∂f (0,0)

∂x
= 0.

El conjunto de los puntos de equilibrio de la ecuación (1.40) es

{(λ, x) | x = 0 o x2 = λ}.

Para λ ≤ 0, la ecuación diferencial (1.40) tiene un único punto de
equilibrio, x = 0, el cual es (asintóticamente) estable. Cuando λ
sobrepasa el valor cŕıtico λ = 0, tomando valores λ > 0, el punto
de equilibrio x = 0 pierde la estabilidad, volviéndose inestable y
surgen dos nuevos puntos de equilibrio: x =

√
λ y x = −

√
λ, ambos

(asintóticamente) estables. Estos puntos de equilibrio se separan
cuando λ crece. El punto, x = 0, es un punto de equilibrio de la
ecuación diferencial (1.40), para todo λ ∈ R. Este tipo de bifurcación se
le llama bifurcación trinche.
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La geometŕıa de del diagrama de bifurcación correspondiente a la
ecuación (1.40) está caracterizada mediante las siguientes propiedades:
(a) las curvas de puntos de equilibrio que contienen el punto de
equilibrio (λ, x) = (0,0), son x = 0, y λ = x2; (b) la curva x = 0,
está por ambos lados de la recta λ = 0, y la curva λ = x2, está por un
solo lado de la recta λ = 0; (c) los puntos de equilibrio sobre la recta
x = 0, tienen diferente tipo de estabilidad en los semiplanos opuesto y
separados por la recta λ = 0, en el plano λx. Los puntos de equilibrio
sobre la recta λ = x2, tienen el mismo tipo de estabilidad.

Buscaremos condiciones sobre una familia general de campos vec-
toriales escalares que dependen de un parámetro, tales que, el diagrama
de bifurcacción resultante de la ecuación diferencial definida con este
campo escalar, tenga las propiedades a), b) y c) del ejemplo 3 en una
vecindad del punto de bifurcación.

Consideremos el campo vectorial escalar

ẋ = f (λ, x), x ∈ R λ ∈ R. (1.41)

Supongamos que (1.41) tiene un punto de equilibrio fijo en (λ, x) = (0,0),
es decir,

f (0,0) = 0,
si además el punto de equilibrio no es hiperbólico, escribimos,

∂f
∂x

(0,0) = 0.

Para que existan dos curvas de puntos de equilibrio que contengan el
origen (λ, x) = (0,0), donde una de estas es la curva x = 0, ponemos

∂f
∂λ

(0,0) = 0,

puesto que f (λ,0) = 0 para toda λ ∈ R, o por el teorema de la función
impĺıcita, debe existir una única curva de puntos de equilibrio que
contiene origen del plano λx.

Para considerar la recta x = 0, de puntos de equilibrio que contiene
el punto de bifurcación (λ, x) = (0,0), reescribimos la ecuación (1.41)
como

ẋ = f (λ, x) = xF(λ, x), x ∈ R λ ∈ R. (1.42)

donde definimos

F(λ, x) ≡


f (λ, x)

x
, x 6= 0

∂f
∂x

(0, λ), x = 0

 . (1.43)

Para obtener la segunda curva de puntos de equilibrio de (1.42)
ponemos la condición

F(0,0) = 0, (1.44)
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con
∂F
∂λ

(0,0) 6= 0 (1.45)

De (1.44) y (1.45), aplicando el teorema de la función impĺıcita existe un
intervalo abierto I ⊂ R que contiene el 0 y existe una función λ : I → R
con λ = λ(x) tal que

F(λ(x), x) = 0. (1.46)

Para que la curva λ(x), de puntos de equilibrio de (1.41), no coincida
con la curva x = 0, y que esté por la izquierda o derecha de la recta
x = 0, suponemos que

dλ
dx

(0) = 0 (1.47)

y

d2λ
dx2

(0) 6= 0 (1.48)

Las condiciones equivalentes a (1.47) y (1.48) respectivamente, se
obtienen derivando impĺıcitamente (1.46) quedando como

dλ
dx

(0) =
− ∂F
∂x (0,0)
∂F
∂λ (0,0)

= 0 (1.49)

y

d2λ
dx2

(0) =
− ∂2F
∂x2 (0,0)
∂F
∂λ (0,0)

6= 0 (1.50)

De la definición de F en términos de f en (1.43) las ecuaciones (1.49) y
(1.50) quedan escritas como

dλ
dx

(0) =
− ∂2f
∂x2 (0,0)
∂2f
∂x∂λ (0,0)

= 0

y

d2λ
dx2

(0) =
− ∂3f
∂x3 (0,0)
∂2f
∂x∂λ (0,0)

6= 0,

respectivamente.
Resumiendo, sea el campo vectorial escalar

ẋ = f (λ, x), x ∈ R λ ∈ R. (1.51)

Supongamos que (1.51)satisface las siguientes condiciones
f (0,0) = 0

∂f
∂x

(0,0) = 0

 (1.52)
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∂f
∂λ

(0,0) = 0

∂2f
∂x2

(0,0) = 0

∂2f
∂x∂λ

(0,0) 6= 0

∂3f
∂x3

(0,0) 6= 0,


(1.53)

entonces el equilibrio (0,0) de (1.51), sufre una bifurcación del tipo
trinche.

Suponiendo (1.52), (1.53), y considerando (1.18) la expansión de
Taylor del campo vectorial escalar, f (λ, x) alrededor del punto de
equilibrio no hiperbólico, (λ, x) = (0,0), está dada por

f (λ, x) = a2λx + a3λ2 + a4x3 + a5x2λa6xλ2 + a7λ3 + 2(4), (1.54)

donde las constantes ai, i = 2,3, . . . , resultan de la evaluación de las
derivadas parciales de f en (λ, x) = (0,0).

La estructura del diagrama de bifurcación de (1.51) en una vecindad
suficientemente pequeña de (λ, x) = (0,0) donde f (λ, x) es de la forma
(1.54) es la misma que la estructura del diagrama de bifurcación de

ẋ = λx± x3. (1.55)

Ver figura 1.3, en la cual el diagrama de bifurcación corresponde al de
la ecuación (1.55) con el signo negativo. La ecuación (1.55) se le conoce

X

λ

λ=0

Puntos
de
equilibrio

Figure 1.3

como la forma normal de la bifurcación del tipo trinche.

Ejemplo 4. Consideremos la ecuación diferencial

ẋ = f (λ, x) = λ− x3, x ∈ R , λ ∈ R. (1.56)
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Se puede verificar fácilmente que

f (0,0) = 0 y
∂f (0,0)

∂x
= 0.

El conjunto de los puntos de equilibrio de la ecuación (1.40) está dado
por

{(λ, x) | λ = x3}.
Para todo λ ≤ 0 la ecuación diferencial tiene un punto de equilibrio,
x = 3

√
λ, que es (asintóticamente) estable. Cuando λ sobrepasa el valor

λ = 0, el equilibrio fijo x = 0 no sufre ningún cambio de estabilidad. No
hay bifurcación. Ver figura 1.4.

Figure 1.4

Adoptamos la siguiente definición provisional de bifurcación para
el caso de una familia de ecuaciones diferenciales definidas por campos
escalares que dependen de un poarámetro real.

Definición 1.1.1. Un punto de equilibrio (λ, x) = (0,0) de una familia
de ecuaciones diferenciales ẋ = f (λ, x) que depende del parámetro λ,
se dice que sufre una bifurcación en λ = 0 si el flujo, Ftλ(x) para λ cerca
de λ = 0 y x cerca de x = 0, no es cualitativamente equivalente al flujo
Ft0(x) cerca de x = 0.

1.2. La forma normal de la bifurcación de Hopf

Consideremos el siguiente sistema de dos ecuaciones diferenciales
que dependen del parámetro λ ∈ R :(

ẋ
ẏ

)
=

(
λ −1
1 λ

) (
x
y

)
− (x2 + y2)

(
x
y

)
, (1.57)

el punto de equilibrio de este sistema es x = 0, y = 0 para todo λ ∈ R.
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La matriz jacobiana evaluada en el origen A(λ), está dada por

A(λ) =

(
λ −1
1 λ

)
, (1.58)

y tiene eigenvalores µ1,2 = λ ± i. Haciendo el cambio de variable
z = x + iy, z = x − iy, |z|2 = zz = x2 + y2. Siendo la pareja x(t), y(t)
solución de (1.57), la función de valores complejos z(t) = x(t) + i(t),
satisface la ecuación diferencial

ż = ẋ + iẏ

= λ(x + iy) + i(x + iy)− (x + iy)(x2 + y2),

por lo tanto, el sistema de ecuaciones diferenciales se puede escribir
en la forma compleja como sigue:

ż = (λ + i)z− z|z|2. (1.59)

Por otra parte, usando la representación polar de z ∈ C, z = reiθ y
derivando con respecto a t obtenemos

ż = ṙeiθ + riθ̇eiθ,

equivalentemente

ṙeiθ + riθ̇eiθ = reiθ(λ + i− r2), (1.60)

igualando las partes reales y las partes imaginarias de (1.60) obtenemos
la forma polar del sistema (1.57),

ṙ = r(λ− r2)

θ̇ = 1.

El retrato fase se muestra en la figura 1.5. Para λ ≤ 0 el origen (0,0)
es (asintóticamente) estable; para λ > 0 surge una órbita periódica
x2 +y2 = λ (ciclo ĺımite) la cual se colapsa en el equilibrio (0,0), cuando
λ→ 0+. Todas las soluciones con puntos iniciales fuera del ciclo ĺımite
o en el interior de el con excepción del origen (0,0), tienden hacia
el ciclo cuando t → +∞. Por el surgimiento de una órbita periódica
para valores de λ > 0, siendo λ = 0 el punto de bifurcación, de le
llama bifurcación supercŕıtica (bifurcación extracŕıtica). Este fenómeno
que presenta el sistema (1.57) es lo que se llama una bifurcación
de Poincaré-Andronov-Hopf. Un bosquejo de esta bifurcación en el
espacio tridimensional xyλ se muestra en el diagrama de bifurcación
en la figura 1.6 Un sistema que tiene los términos no lineales con el
signo opuesto a los del sistema (1.57)
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x ’ = − x − y − x (x2 + y2)
y ’ = x − y − y (x2 + y2)  
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Figure 1.5

(
ẋ
ẏ

)
=

(
λ −1
1 λ

) (
x
y

)
+

(
x(x2 + y2)
x(x2 + y2)

)
, (1.61)
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Figure 1.6. Cambio de estabilidad del equilibrio: asintótica-
mente estable a completamente inestable.

tiene la forma compleja

ż = (λ + i)z + z|z|2. (1.62)

y la forma polar
ṙ = r(λ + r2)

θ̇ = 1.

Para λ ≥ 0 el origen (0,0) es (completamente) inestable, y para cada
λ < 0, surge ciclo ĺımite, x2 + y2 = −λ el cual se colapsa en el origen
cuando λ → 0−. Cualquier solución con punto inicial en el interior
de la región limitada por el ciclo, tiende hacia (0,0), cuando t → +∞.
Cualquier solución con punto inicial en el exterior de la región limitada
por el ciclo tiende a ∞ cuando t → +∞. Esta bifurcación se le llama
subcŕıtica porque los ciclos ĺımite surgen para valores del parámetro
menores que el punto de bifurcación λ = 0. También le llamamos
bifurcación extracŕıtica. Ver la figura 1.7. La bifurcación surge cuando
el parámetro sale del valor cŕıtico, λ = 0, para el cual el origen del
sistema es inestable. Si invertimos el sentido del tiempo en el sistema
(1.57), reemplazando t por −t, el sistema queda(

ẋ
ẏ

)
=

(
−λ 1
−1 −λ

) (
x
y

)
+ (x2 + y2)

(
x
y

)
, (1.63)

tiene la forma compleja

ż = −(λ + i)z + z|z|2. (1.64)

y la forma polar

ṙ = −r(λ + r2)

θ̇ = −1.
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x ’ = x − y + x (x2 + y2)
y ’ = x + y + y (x2 + y2)
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Figure 1.7

Para λ ≤ 0, el equilibrio (0,0) del sistema (1.63) es inestable. Si λ > 0,
para cada valor de λ surge un ciclo ĺımite definido por, x2 +y2 = λ. Cada
órbita con punto inicial en el interior de la región limitada por el ciclo,
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tiende hacia el equilibrio (asintóticamente estable) (0,0) del sistema
(1.63). Tenemos aqúı un ejemplo de lo que llamamos bifurcación
extracŕıtica con ganancia extracŕıtica de la estabilidad (pŕdida cŕıtica de
la estabilidad), lo que en la literatura llaman bifurcación supercŕıtica.
Ver figuras 1.8 y 1.9.

La parte lineal del sistema (1.57)(
ẋ
ẏ

)
=

(
λ −1
1 λ

) (
x
y

)
, (1.65)

en su forma compleja se escribe como

ż = (λ + i)z,

y en su representación polar queda

ṙ = λr

θ̇ = 1.

Para λ < 0, el origen (0,0) es un equilibrio (asintóticamente) estable.
Para λ = 0, el equilibrio es un centro y para λ > 0 el equilibrio (0,0)
es inestable. Este tipo de bifurcación se llama bifurcación vertical o
bifurcación cŕıtica. Ver figura 1.10 Si sumamos términos de orden
mayor que 3 a la ecuación (1.57)(

ẋ
ẏ

)
=

(
λ −1
1 λ

) (
x
y

)
− (x2 + y2)

(
x
y

)
+O(‖

(
x
y

)
‖4), (1.66)

la estructura de las órbitas de (1.66) es la misma que la del sistema
(1.57). Ver por ejemplo [K].

1.3. El teorema de la bifurcación de Hopf

El Teorema de Hopf nos da algunas condiciones suficientes para
la ocurrencia de este tipo de bifurcación y se enuncia en el siguiente
contexto.

Dado el sistema,

ẋ = F(λ, x), (x : R+ → Rn, F : Rn × R → Rn;λ ∈ R) (1.67)

(con F anaĺıtica en x ). Se supone que x = 0 es un punto de equilibrio
para toda λ ∈ R es decir:

F(0, λ) = 0 (∀λ ∈ R). (1.68)

Separamos F en partes lineal y no lineal:

ẋ = Lλx + f (λ, x). (1.69)

( Lλ es una matriz de n× n independiente de x). Entonces vale:
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x ’ = x + y + x (x2 + y2)  
y ’ = − x + y + y (x2 + y2)
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Figure 1.8

Teorema 1.3.1. ([9],[15]) Para λ = 0, sean exactamente dos autoval-
ores de Lλ puramente imaginarios: µ± = ±iβ (β > 0) y suponiendo
que las trayectorias de µ±(λ) crucen el eje imaginario transversalmente
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Figure 1.9. Cambio de estabilidad del equilibrio: asintótica-
mente estable a completamente inestable.

(ver la Figura 1.11). Entonces existe una familia de soluciones periódicas
dependientes del parámetro λ que se acumulan en el origen para λ→ 0.
En general las soluciones periódicas existen o para λ < 0 (‘‘subcŕıtico"),
λ > 0 (‘‘ultracŕıtico"), o λ = 0 (‘‘cŕıtico"). En los primeros dos casos, existe
para cada λ (suficientemente pequeña) exactamente un ciclo (esto no se
cumple cuando no vale la condición de transversalidad).
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α

β

μ

μ

+

−

Figure 1.11. Illustración de la hipótesis de transversalidad
del Teorema 1.3.1, de la bifurcación de Hopf.





Capítulo2
Persistencia de la inestabilidad y
bifurcaciones que surgen equilibrios
inestables

2.1. Familias continuas de (semi-)grupos de transformaciones.
Compacidad asintótica local

Una familia continua de sistemas (semi)dinámicos o (semi)grupos
continuos, (X, T,Λ, F), consiste de un espacio métrico, por ejemplo li-
neal normado (X, ‖ ‖) (el espacio de estados), el (semi)grupo topológico
ordenado T de los números reales (no negativos, llamado escala de
tiempo), un espacio métrico (Λ, ρ) (el espacio de parámetros), y una
transformación continua: F : X × T × Λ → X (la dinámica). Definimos,
para cada λ ∈ Λ, el λ-sistema Fλ : X × T → X mediante: Fλ(x, t) :=
F(x, t, λ). Denotaremos la familia (X, T,Λ, F) por FΛ (:= {Fλ | λ ∈Λ}), donde FΛ representa una familia de sistemas (semi)dinámicos.
Suponemos que la familia FΛ satisface los siguientes axiomas:

(I) F0
λ es la transformación identidad (λ ∈ Λ).

(II) FtλF
t′
λ = Ft+t

′

λ (t, t′ ∈ T, λ ∈ Λ).
(III) F es continuo en T × X × {λ0}.
(IV) F es continuo con respecto al parámetro λ, en λ0, uniforme-

mente en x y t en subconjuntos B acotados deX y en intervalos
acotados, es decir:

(∀B ∈ B)(∀τ ∈ T, ε > 0)(∃N ∈ N )

(∀x ∈ B, t ∈ [0, τ], λ ∈ N) d(Ftλ(x), Ftλ0
(x)) < ε.

A veces F puede no estar definida para todo t ∈ T, y sin embargo la
teoŕıa hace sentido. La métrica asociada a la norma la denotamos por:
d(x,y). Además usaremos las siguientes notaciones

Br (x) := {y ∈ X | d(x,y) < r},
Sr (x) := {y ∈ X | d(x,y) = r}, (r > 0, x ∈ X)

23
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Br (A) := {x ∈ X | d(x,A) < r},
Sr (A) := {x ∈ X | d(x,A) = r} (A ⊂ X),

donde d(x,A) := inf{d(x,y) | y ∈ A}.
Las sucesiones {xn | n ∈ N}, las denotamos simplemente por xN.
Fijamos un elemento λ0 enΛ , y denotamos el sistema de vecindades

de λ0 por N . Al sistema Fλ0 lo llamamos no perturbado, y los otros Fλ,
para λ 6= λ0, perturbados (con respecto a Fλ0 ).

El filtro generado por las vecindades esféricas de un punto x
o un subconjunto compacto M de X los denotamos con Vx y VM ,
respectivamente. La familia de conjuntos acotados en X, la denotamos
con B.

Las transformaciones Ftλ : X → X definen para cada t y para
cada λ las t-transiciones mediante Ftλ(x) := F(x, t, λ) para todo x ∈ X,
y la familia de funciones punto conjunto de la forma Ft,λ : X →
2X , Ft,λ(x) := {Ft′λ (x) | t′ ≥ t}, para toda x ∈ X, y para toda
(t, λ) ∈ T × Λ, definen las λ-semiórbitas retardadas. En particular,
la λ-semiórbita positiva a través de x ∈ X, la escribiremos como:
γ+
λ(x) := F0,λ(x) = {Ftλ(x) | t ≥ 0}, al conjunto ĺımite correspondiente

a x como L+
λ(x)

(
:=

⋂
{Ft,λ(x) | t > 0}

)
. En términos de sucesiones,

L+
λ(x) := { y ∈ X | ∃tN ⊂ R+, tn → +∞, Ftn (x) → y}. Si A ⊂ X,
γ+
λ(A) :=

⋃
{γ+
λ(x) | x ∈ A}. Además, si x ∈ X, t ∈ T , A ⊂ X, I ⊂ T ,

escribimos

Ft(A) := {Ft(x) | x ∈ A},
FI(x) := {Ft(x) | t ∈ I},
FI(A) := {Ft(x) | x ∈ A, t ∈ I},

y análogamente para otras transformaciones.
Observamos que como consecuencia del axioma (II), vale la identi-

dad, Ft,λ(x) = γ+
λ

(
Ftλ(x)

)
, que relaciona una λ-semiórbita retardada en x

con una λ-semiórbita positiva a través de Ftλ(x).
El interior, la cerradura y la frontera del conjunto A, los denotamos

por A◦, Ā y ∂A respectivamente, y al complemento del conjunto A, por
CA.

Definición 2.1.1. El sistema (semi-)dinámico FT es localmente
asintóticamente compacto (LAC) sobre el conjunto A ⊂ X si para
cada pareja de sucesiones xN ⊂ X, tN ⊂ T , tales que tn → +∞
y {F[0,tn](xn)}n∈N ⊂ A, el conjunto {Ftn (xn)}n∈N es relativamente
compacto. (Si A es relativamente compacto, la condición se cumple
automáticamente.) {Si A es acotado, esta propiedad es implicada por
el concepto bien conocido de compacidad asintótica, que significa que
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para cualquier sucesión acotada xN y toda sucesión tN, tal que tn → +∞,
la sucesión {Ftn (xn)}n∈N es relativamente compacta.}

Definimos para cada λ ∈ Λ el conjunto λ-ĺımite L+
λ(A) del conjunto

A, como el conjunto de los ĺımites de todas las sucesiones convergentes
de la forma {Ftkλ (xk)}∞k=1 donde xk ∈ A y tk → +∞.

Un conjunto M ⊂ X es positivamente λ--invariante si γ+(M) = M, y
es λ--invariante si tanto M como X\M son positivamente λ-invariantes.

2.2. Inestabilidad

Consideremos un (semi-)grupo de transformaciones {o sistema
(semi-)dinámico} FT (T = R o R+) actuando sobre un espacio métrico X.

Definición 2.2.1. Suponiendo M = M ⊂ X, definimos el conjunto
de inestabilidad de M como

I(M) = {y ∈ X \M | ∃xN, yN tal que d(xn, M)→0, yn → y,yn ∈ γ+(xn)}.

Esta es la prolongación usual de M, con el conjunto M removido, y
puede ser descrito como el conjunto de todos los puntos que pueden
ser aproximados desde puntos arbitrariamente cercanos a M.

Proposición 2.2.2. Si M es compacto, positivamente invariante e
inestable bajo FT , y LAC en una vecindad de M, entonces I(M) es no
vaćıo.

La demostración es análoga a la del caso de sistemas dinámicos
sobre un espacio métrico localmente compacto (c.f [5]) con la única
diferencia que se usa la propiedad LAC en lugar de la compacidad de
una vecindad de M.

2.3. La Persistencia de la Inestabilidad

Ahora consideremos una familia de semigrupos, FΛ, que actúa
sobre X.

Proposición 2.3.1. {Principio de persistencia de la inestabilidad} Sea
M un conjunto compacto, positivamente invariante que es inestable para
λ = λ0, y supongamos que y ∈ Iλ0 (M). Entonces, para cualquier pareja
de vecindades U y V de M y de y respectivamente, existe una vecindad
de λ0, tal que γλ+(U) ∩ V 6= ∅ vale para todo λ ∈ N.

La demostración se sigue inmediatamente de la continuidad de la
aplicación F.

La propiedad de persistencia es de naturaleza general de semi-
continuidad inferior, aunque no está exactamente cubierta por este
concepto. Podemos decir que es la negación de la implosión; en este
lenguage la propiedad en cuestión puede ser descrita como cuando
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Iλ(M) es no implosiva para λ = λ0. Considerando que la inestabilidad
de una pequeña vecindad de un conjunto tiene practicamente el mismo
efecto que la inestabilidad del conjunto mismo, se puede decir en
términos generales que un cambio pequeño del parámetro no puede
disminuir el tamaño de la inestabilidad (medido por el conjunto Iλ(M)).

Similarmente, se puede definir Iλ como explosiva en λ0, siempre que
exista un punto y 6∈ Iλ0 (M) tal que, para cualquier pareja de vecindades
U y V, de M e y respectivamente, existe λ arbitriamente cercano a
λ0 tal que, Iλ(U) ∩ V 6= ∅. Esta propiedad es de naturaleza general
de semicontinuidad superior, pero otra vez, esto no está exactamente
cubierto por este concepto.

Para demostrar que la inestabilidad puede ser de tipo explosivo,
damos como un ejemplo la familia de ecuaciones diferenciales: ẋ =
x2[(x−1)2 +λ], tomandoM = {0} y Λ = R+. Tenemos aqúı I0(M) = (0,1],
Iλ(0,∞) (λ > 0). Los conjuntos Iλ(M) ‘‘explota" cuando λ sale del valor 0.

2.4. Cambio de estabilidad y bifurcación

Ahora regresamos a la cuestión de cómo cambia el comportamiento
de la estabilidad de un conjunto invariante compacto M, el cual,
suponiendo que existe independientemente del parámetro λ, implique
la ocurrencia de la bifurcación de M.

2.4.1. Bifurcación en Sistemas Dinámicos. Primero nos restringi-
remos al caso de una familia de sistemas dinámicos sobre un espacio
métrico X localmente compacto.

Definición 2.4.1. Un conjunto invariante compacto M exhibe una
bifurcación extracŕıtica en λ0, si para cualquier pareja de vecindades
U ∈ VM y N ∈ N , existe un λ ∈ N, λ 6= λ0, y un conjunto compacto
λ−invariante Mλ tal que Mλ ∩M = ∅, y, ∅ 6= Mλ ⊂ U.

(Si λ es una variable real, este tipo de bifurcaciones se llaman
supercŕıtica o ultracŕıtica, dado que los conjuntos Mλ surgen para
λ > λ0. )

Teorema 2.4.2. Sea FΛ una familia de sistemas dinámicos continuos
sobre un espacio métrico X localmente compacto y sea M un conjunto
compacto e invariante para cada uno de los sistemas Fλ, con λ en cierto
conjunto Λ′ ⊂ Λ tal que λ0 6∈ Λ′, λ0 ∈ Λ′, y supóngase que valen las
siguientes condiciones:

(i) M es inestable para λ = λ0 y es aislado de conjuntos invariantes
cerrados.

(ii) M es estable para toda λ ∈ Λ′.



2.4. CAMBIO DE ESTABILIDAD Y BIFURCACIÓN 27

(iii) M es conexo y toda vecindad de M contiene una vecindad
conexa de M. Entonces M exhibe una bifurcación extracŕıtica
para λ ∈ Λ′ en λ0.

(El conjunto M se llama aislado de conjunto invariantes
cerrados si existe una vecindad U de M tal que cualquier
subconjunto invariante cerrado de U es un subconjunto de M.)

Demostración. No hay pérdida de generalidad al reemplazar ‘‘λ −
estable’’ por ‘‘λ−asintóticamente estable’’ en la condición (ii). En
realidad la estabilidad no asintótica implicaŕıa la existencia de una
sucesión de conjuntos cerrados λn− invariantes, que se aproximan a
M cuando λn → λ0, implicando aśı, la existencia de una bifurcación
extracŕıtica. Por lo tanto, suponemos la estabilidad λ−asintótica de M
para cada λ especificada en (ii).

Primero, elegimos un punto y ∈ Iλ0 (M) {existe por la hipótesis (i) y
la Proposición 2.2.2}. Usando la condición (iii), elegimos una vecindad
abierta y conexa U ∈ VM , que no contiene a y en su cerradura. Siendo
el espacio localmente compacto, podemos suponer que su cerradura U
es compacta. Sea W ∈ Vy, tal que

U ∩W = ∅. (2.1)

Ahora elegimos una pareja de vecindades Û ∈ VM y N ∈ N , de acuerdo
con la Proposición 2.3.1, tal que Û ⊂ U, y

(∀λ ∈ N) γλ+(Û) ∩W 6= ∅. (2.2)

Sea λ ∈ N ∩ Λ′. (Note que λ 6= λ0, porque λ0 6∈ Λ′.)
Entonces, siendoM λ−estable, podemos elegir una vecindad abierta

Vλ ∈ VM tal que
γλ+(Vλ) ⊂ U. (2.3)

En seguida, definimos para cada λ dos subconjuntos de Û como sigue:

ÛIλ := {x ∈ Û | γ+
λ(x) ⊂ U}, ÛEλ := {x ∈ Û | γ+

λ(x) 6⊂ U}.
Aqúı,

ÛIλ 6= ∅, (2.4)

porque de acuerdo con (2.3), Vλ ⊂ ÛIλ, y

ÛEλ 6= ∅, (2.5)

como consecuencia de (2.1) y (2.2).
Si existe bifurcación extracŕıtica de M para λ0, existen vecindades

N′ ∈ N y U′ ∈ VM tal que para cualquier conjunto compacto
λ−invariante contenido en U′, con λ ∈ N′\{λ0}, intersecta a M. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que N′ ⊃ N y U′ ⊃ Û.

Usando la propiedad de atracción de M, se demuestra que ÛIλ y ÛEλ
son conjuntos abiertos. Ambos conjuntos ÛIλ y ÛEλ son no vaćıos [(2.4)
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y (2.5)], ajenos, subconjuntos abiertos de Û, su unión no puede ser
igual al conjunto total Û, el cual por la hipótesis (iii) se puede suponer
conexo. Esto demuestra la existencia de un tercer conjunto ÛCλ en Û que
separa ÛIλ de ÛEλ , siendo ambos ajenos. Además, ÛCλ consiste de puntos
x para los cuales las λ−órbitas positivas γ+

λ(x) no estan contenidas en
U ni entran al complemento de U, pero hacen contacto con la frontera
∂U de U en uno o más puntos sin cruzarla, por esta razón les llamamos
órbitas de contacto con respecto a ∂U.

Asociaremos con cada λ ∈ Λ′, un punto xλ ∈ ÛCλ . Entonces
γ+
λ(xλ) ⊂ U, y existe un tλ > 0 tal que Fλtλ (xλ) ∈ ∂U. Denotamos el

punto Fλtλ (xλ) con yλ.
Ahora, tomamos un sistema fundamental de vecindades Un de M y

una correspondiente sucesión de vecindades Nn de λ0, tales que, vale
(2.2) para λn ∈ Nn y Û = Un. Para cada n, elegimos un punto xn ∈ UnC y
denotamos con tn (> 0) y yn el número y el punto con las propiedades

Fλn
tn (xn) ∈ ∂U, Fλn

[0,tn)(xn) ∈ U.
La sucesión yN (o alguna subsucesión de esta) converge algún punto
y∗ ∈ U, el espacio es localmente compacto. Se sigue que la órbita
γλ0 (y

∗) pertenece a U por que este último conjunto es invariante.
Por otra parte, también es ajeno de M. Puesto que U se ha elegido
arbitrariamente pequeña, hemos llegado a una contradicción con (i).
Esto demuestra la existencia de una bifurcación extracŕıtica. �

Ejemplo 5. Para ilustrar esto consideremos una familia de sistemas
dinámicos (local) definido por: ẋ = λy− x3, ẏ = −λx− λy + y3.

Para λ = 0, el origen es un punto silla, por lo tanto, es aislado de
conjuntos compactos invariantes. Para λ > 0, el origen es, localmente
un foco estable. Entonces se sigue del Teorema 2.4.2 que el origen
exhibe una bifurcación postcŕıtica en λ = 0.

2.4.2. Bifurcación en Sistemas Semidinámicos. Ahora, considere-
mos el caso más general de una familia FΛ de sistemas semidinámicos
sobre un espacio métrico arbitrario X. Con la finalidad de extender el
Teorema precedente a este caso, tenemos que suponer la propiedad
compacidad asintótica local (LAC) para FΛ, la cual se define como sigue.

Definición 2.4.3. Una familia de sistemas semidinámicos FΛ es
localmente asintóticamente compacto (LAC) en un conjunto A y en el
valor λ0 de λ, si para cualquier terna de sucesiones, xN, tN, λN, tales
que tn → +∞, λn → λ0, y F[0,tn]

λn (xn) ⊂ A para todo n ∈ N, el conjunto

{Ftnλn (xn)}n∈N es relativamente compacto.

Adaptaremos el concepto de bifurcación extracŕıtica al presente
contexto, de acuerdo a la siguiente definición.
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Definición 2.4.4. Un conjunto compactoM ⊂ X que es λ−invariante
para toda λ ∈ Λ se dice que exhibe una bifurcación extracŕıtica en
λ0 ∈ Λ, para una familia de sistemas semidinámicos FΛ, si para
cualquier pareja de vecindades U ∈ VM y N ∈ N existe un λ ∈ N,
λ 6= λ0, y una λ−semiórbita positiva cuya cerradura está contenida en
U\M.

Entonces el Teorema 2.4.2 queda de la siguiente forma:

Teorema 2.4.5. [21] Sea FΛ una familia de sistemas semidinámicos
continuos sobre un espacio métrico X, y suponga que FΛ es LAC sobre
alguna vecindad U de algún subconjunto compacto M de X, el cual es
λ−invariante para cada λ ∈ Λ. Supongamos además, que se cumplen
las hipótesis (i)-(iii) del Teorema 2.4.2. EntoncesM exhibe una bifurcación
extracŕıtica en λ0.

{Si las hipótesis son válidas para algún subconjuntoΛ′ deΛ (λ0 ∈ Λ′),
restrigimos el espacio de parámetros a Λ′ ∪ {λ0}.}

2.5. La bifurcación de Hopf generalizada

Un caso especial e importante de la situación considerada en esta
sección surge cuando M es completamente inestable (también llamado
repulsor) para λ = λ0, y asintóticamente estable para ciertos valores
λn que se acumulan en λ0. Con la orientación de la escala del tiempo
invertida, este es el caso estudiado en [14]. (Ah́ı, el conjunto M se
supone que depende de λ.) En particular, este contiene la clásica
bifurcación de Hopf (en el caso donde todos los eigenvalores de la
parte lineal, excepto dos que son imaginarios, tienen partes reales
estrictamente negativas).

El presente enfoque no cubre todos los resultados de [14], y sus
extensiones en [19], tal como la estabilidad asintótica de los nuevos
conjuntos invariantes que se bifurcan. Para estos puntos más finos, es
más apropiado el enfoque utilizado en el trabajo [14], basado en una
propiedad de la persistencia de la estabilidad asintótica. Volveremos
sobre este aspecto de la teoŕıa en el caṕıtulo 3.





Capítulo3
Equiestabilidad y bifurcación

El contexto general de esta teoŕıa es el mismo que el de la sección
precedente.

3.0.1. Equiestabilidad, equiestabilidad relativa y equiestabilidad
conexo relativa de una familia de atractores. En la presente sección,Λ′ denota un subconjunto de Λ tal que λ0 6∈ Λ′, pero λ0 ∈ Λ′.

Definición 3.0.1. El conjunto M es equiestable (abreviado ES) en λ0

con respecto a la familia de sistemas FΛ′ , si

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀λ ∈ Λ′) d(x,M) < δ ⇒ γλ+(x) ⊂ Bε(M).

Un conjunto M es un atractor (llamado por algunos autores
conjunto de atracción) y A ⊂ X es su región de atracción, si A es
una vecindad de M y este es el conjunto de todos los puntos x ∈ X con
la propiedad:

d(Ft(x), M) → 0 cuando t→ +∞.
Si todos los elementos Fλ de una familia de sistemas FΛ′ tienen el mismo
atractor M, pero con diferentes regiones de atracción, Aλ, denotamos
la familia de atractores con (M,AΛ′ , FΛ′ ).

Definición 3.0.2. La familia de atractores (M,A′Λ, F′Λ) es relativa-
mente equiestable(RES) si

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀λ ∈ Λ′) γλ+(Bδ(M) ∩ Aλ) ⊂ Bε(M). (3.1)

Ejemplo 6. Consideremos la familia de sistemas:

ẏ = y(y2 − λ2), ż = −z, (y, z, λ ∈ R),

y elegimos como el conjunto invariante común M el origen {(0,0)} del
plano. El conjunto M, es asintóticamente estable para todo λ 6= 0 y las
correspondientes regiones de atracción son Aλ = {(y, z) | |y| < λ}.
Elegimos una norma en R2 : ‖(y, z)‖ = max{|y|, |z|}. Entonces,
dado ε > 0, ‖(y, z)‖ < δ implica ‖Fλt(y, z)‖ < ε (t ≥ 0) si y sólo si
δ < min(ε, λ). La última expresión tiende a 0 cuando λ → 0; por lo
tanto, M no es ES en λ = 0.

31
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Por otro lado, para toda δ > 0 y λ′ 6= 0, Bδ(M) ∩ Aλ′ =
{(y, z) | |y| < min(δ, λ′), |z| < δ} ⊂ Aλ′ . Puesto que |y| y |z| decrecen
monotónicamente bajo Fλ′ adentro de Aλ′ , los conjuntos Bδ(M) ∩ Aλ′
son positivamente invariantes. Por lo tanto, en (3.1), podemos ele-
gir δ = ε. Consecuentemente, la familia correspondiente de atractores
(M,AΛ′ , FΛ′ ), Λ′ = R\M es RES.

Ejemplo 7. Consideremos la familia de sistemas lineales (bifur-
cación lineal de co-dimensión dos): ẏ = z, ż = −λy − λz, (y, z ∈
R;λ ∈ R+).

Para valores positivos pequeños y positivos de λ, el origen
M = {(0,0)} es un foco estable. Además, cálculos de rutina revelan
que cuando λ→ 0, las espirales que son las que forman las soluciones
no triviales se aplanan en la dirección del eje z, mientras que se alarga
en la dirección del eje y. El primer hecho es una consecuencia de que
ż tiende a 0 junto con λ, mientras que la segunda también se sigue de
la Proposición 2.3.1, por que I0(M) es el eje y. Esto implica que, para
algunos δ > 0 y ε > 0 dados, existen, para λ suficientemente pequeña,
λ−semiórbitas con puntos iniciales en la Bδ(M) que abandonan la ε−
vecindad esférica, Bε(M). Siendo la región de atracción todo el plano,
por lo tanto la familia de atractores no es RES.

Definición 3.0.3. La familia de atractores (M,A′Λ, F′Λ) es conexo re-
lativamente equiestable(CRES) si

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀λ ∈ Λ′) γ+
λ(A

∗
λ,δ) ⊂ Bε(M), (3.2)

donde A∗λ,δ denota la componente conexa de Bδ(M) ∩Aλ que contiene a
M (suponiendo que esta sea conexa).

Entonces,

ES⇒ RES⇒ CRES.

Damos en el siguiente ejemplo una familia de atractores que es CRES
pero no RES.

Ejemplo 8. Consideremos la familia de sistema de ecuaciones
diferenciales (en coordenadas polares):

ṙ = r(1− r), θ̇ = sin(
θ
2

) sin(
θ− λ

2
), (para r > 0, λ ≥ 0).

El punto de equilibrio r = 1, θ = 0 es asintóticamente estable para
λ > 0 y atrae a todo el plano excepto el rayo θ = λ (incluyendo el
origen ). Denotamos el atractor con P y fijamos dos constantes ε > 0
y δ ∈ (0, ε). Para λ pequeño, algunas de las órbitas emanadas desde
Bδ(P) ∩ Aλ no permanecen adentro de Bε(P). Esto excluye la propiedad
RES. Sin embargo, las semiórbitas que comienzan en A∗λ,δ (por abajo
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del rayo θ = λ) permanecen adentro de Bε(P) (ver Figura 3.1). Esto
demuestra que la familia de atractores es CRES.

δλ,δ
∗

θ=λ

(1,λ)

A

Figure 3.1. Ilustración del Ejemplo 8, se muestra de una
familia de atractores que tiene la propiedad CRES pero no
tiene la propiedad RES.

Un caso ilustrativo de una familia de atractores no-CRES es el
Ejemplo 7.(Aqúı el conjunto A∗λ,δ coincide con Bδ(M)).

3.1. Equiestabilidad y pérdida cŕıtica de la estabilidad

Proposición 3.1.1. Sea M ⊂ X un conjunto compacto, equiestable
en λ0 con respecto al familia F′Λ, Λ′ ⊂ Λ, y λ0 6∈ Λ′. Entonces M es
λ0−estable.

La demostración es una consecuencia de la continuidad de F. La
conversa de esta proposición no es verdadera, como lo demuestra el
ejemplo que sigue.

Ejemplo 9. Sea la familia de ecuacines diferenciales lineales,

ẏ = λz, ż = −λ2y− λ2z,

M = {(0,0)}, λ0 = 0, Λ′ = (0,∞). Para λ > 0 el retrato fase es el mismo
que el del Ejemplo 7 (en el que este se puede transformar mediante un
cambio de la variable independiente t), y por lo tanto no es equiestable.
Por otra parte, para λ = 0, el origen es estable.

Definición 3.1.2. Un conjunto compacto M λ0−invariante exhibe
una bifurcación cŕıtica (también llamada bifurcación vertical ) en λ0, si
es invariante y aislado de conjuntos cerrados débilmente invariantes
para valores de λ que se acumulan en λ0 y cada vecindad deM contiene
un conjunto cerrado débilmente λ0−invariante ajeno de M.
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{Un conjunto es débilmente invariante, si a través de cada uno de
sus puntos existe una órbita maximal,(i.e., que no puede ser extendida),
contenida en el conjunto. En el caso de un sistema dinámico, este
concepto se reduce, al de conjunto invariante.}

Corolario 3.1.3. [3] Supóngase que el conjunto compacto M ⊂ X
es asitóticamente estable para cada λ′ ∈ Λ′, donde Λ′ ⊂ Λ, λ0 ∈ Λ′;
λ0 6∈ Λ′, pero no asintóticamente estable para λ = λ0, y que M es
equiestable en λ0 con respecto a la familia FΛ′ . Supóngase además que
Fλ0 es LAC en alguna vecindad deM. EntoncesM exhibe una bifurcación
cŕıtica en λ0.

(Si el espacio es localmente compacto, la propiedad LAC es
redundante.)

Esto es una consecuencia de la proposición precedente y de hechos
básicos de sistemas semidinámicos (ver por ejemplo, [16], Cap.II,
teoremas 3.5 y 6.7. ).

Los casos t́ıpicos son los de la transición de un nodo estable a
un centro, ẋ = y, ẏ = −x − λy (λ ≥ 0), y la ecuación de van der
Pol, ẍ − λ(1 − x2)ẋ + x = 0 (λ ≥ 0), o su equivalente cualitativo, (en
coordenadas polares) ṙ = λr(1− r), θ̇ = 1, el cual, tiene un ciclo ĺımite
independiente de λ(> 0), estos son algunos ejemplos prototipo que
mejor encajan en nuestro contexto.

3.2. La propiedad CRES y la bifurcación extracŕıtica

En esta sección formulamos una condición suficiente para la
ocurrencia de una bifurcación extracŕıtica que involucra la propiedad
CRES.

Teorema 3.2.1. [3] Sea FΛ una familia de sistemas semidinámicos
definidos sobre un espacio métrico X localmente conexo . Suponga que
existe un conjuntoM ⊂ X compacto, conexo el cual es λ−invariante para
cada λ ∈ Λ, y cada Fλ es LAC en alguna vecindad de M. Supongamos
además que M es inestable para λ = λ0 y estable para cada λ ∈ Λ′ ⊂ Λ,
donde λ0 ∈ Λ′, y que se cumple la propiedad CRES. Entonces M exhibe
una bifurcación extracŕıtica para λ = λ0.

Demostración. Como en el Teorema 2.2, no hay pérdida de generalidad
si suponemos que M es asintóticamente estable para λ ∈ Λ′.

De la Proposicion 2.2.2 se sigue que Iλ0 (M) no es vaćıo. Elegimos
un punto y ∈ Iλ0 (M) y una pareja de vecidades U ∈ VM y V ∈ Vy,
respectivamente. Luego, elgimos un δ > 0 como en la Definición 3.0.3,
siendo ε > 0 y tal que Bε(M) ⊂ U.

Habiendo supuesto que el espacio es localmente conexo, la vecindad
Bδ(M) contiene una vecindad conexa Uδ ∈ VM , que es cerrada con
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respecto a Bδ(M). Después, fijamos λ ∈ Λ′ tal que: γ+
λ(Bδ(M)) ∩ V 6= ∅.

Entonces existen dos posibles, que dependen si: y ∈ Aλ, o y 6∈ Aλ.
En el primer caso, cualquier punto x ∈ Uδ, tal que

γλ+(x) ∩ V 6= ∅, (3.3)

necesariamente estaŕıa en alguna componente conexa de Uδ ∩ Aλ no
conteniendo M, por la propiedad CRES y la elección de δ. En tal caso se
puede probar, usando la propiedad LAC, que M exhibe una bifurcación
en λ0.

Se podŕıa notar que este caso solamente puede ocurrir cuando no
se cumple la propiedad RES.

Ahora regresamos al segundo caso, que es el principal, por la única
razón mencionada. Por simplicidad, suponemos que vale la condición
RES. Otra vez elegimos un punto x ∈ Uδ que satisface (3.3). Si y 6∈ Aλ,
podemos suponer V ∩ Aλ = ∅.

Entonces, obviamente, x 6∈ Aλ ; siendo Aλ y Uδ vecindades conexas
de M se sigue que ∂Aλ ∩ Uδ 6= ∅. Sea z el punto de intersección,
entonces la propiedad RES implica γλ+(z) ⊂ Bε(M), por lo tanto existe
una bifurcación extracŕıtica. �

En los Ejemplos 6 y 8, donde las familias de atractores son CRES,
existe bifurcación extracŕıtica.

3.3. Las familias de atractores no-CRES y las bifurcaciones
débilmente cŕıticas

Definición 3.3.1. Un conjunto M invariante y cerrado exhibe una
bifurcación débilmente cŕıtica con respecto a una familia de sistemas FΛ
en λ0 ∈ Λ, si cada una de sus vecindades contiene un conjunto cerrado
M′ débilmente λ0− invariante no contenido en M, mientras, para cada
λ en un subconjunto Λ′ de Λ, que se acumulan en λ0, M es aislado de
conjuntos positivamente invariantes. {Si, en particular, M′ ∩M = ∅, el
concepto se reduce al de bifurcacióm cŕıtica (Definición 3.1.2).}

Teorema 3.3.2. [3] Con las mismas hipótesis del Teorema 2.1,
excepto que no suponemos que M sea λ0−inestable y reemplazamos
la propiedad CRES por su opuesta no-CRES.

EntoncesM exhibe una bifurcación (posiblemente débilmente) cŕıtica.
Además existe una órbita principal para Fλ0 .

Demostración. Primero fijamos un ε > 0, y para cada δ > 0 elegimos
un λ ∈ Λ′ tal que vale la negación de la relación de inclusión de la
Definición 3.0.3. Luego, definimos dos subconjuntos de A∗λ,δ, análogos

a los conjuntos ÛIλ y ÛEλ , y mediante argumentos a los utilizados en
la demostración del Teorema 3.2.1, demostramos la existencia de una
órbita de contacto γλ+(xλ), con xλ ∈ A∗λ,δ. Esta órbita intersecta al
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conjunto Sε(M) en algún ‘‘punto de contacto’’ yλ(x). Eligiendo una
sucesión δN, con δn → 0 y una correspondiente sucesión δN, con
λn → λ0, denotamos los correspondientes puntos de contacto con
yn. La propiedad LAC, implica que la sucesión yN tiene un punto
de cerradura y∗ en Sε(M). Entonces se puede construir una órbita
principal (i.e, definida para todos los valores de t) a través de y∗.
Esta órbita principal está contenida en el conjunto Bε(M). Puesto
que ε se puede tomar arbitrariamente pequeño, y la cerradura de la
órbita principal es débilmente invariante, esto demuestra la existencia
de una bifurcación (posiblemente débilmente)cŕıtica. Además, se ha
establecido que existen órbitas principales que se acumulan en M. �

En el Ejemplo 7, donde la familia de atractores es no-CRES, el
sistema se reduce a ẏ = z, ż = 0, exhibiendo un continuo de puntos
cŕıticos. Esta situación corresponde (en el sentido estricto) a una
bifurcación cŕıtica.

3.4. Ejemplos diversos

3.4.1. Familia de sistemas de ecuaciones diferenciales. Considere
la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales:

ẋ = λy + xy, ẏ = −λx− λy + y2 − x2. (3.4)

Para λ > 0, el origen es asintóticamente estable; para λ = 0, un
análisis geométrico revela que todas las órbitas en los dos semiplanos
x > 0 y x < 0 son homocĺınicas, luego, representa una bifurcación
débilmente cŕıtica. Además de acuerdo con el Teorema 3.2.1, la familia
de atractores correspondiente a λ > 0, es no-CRES para λ→ 0.

3.4.2. Familia de sistemas de ecuaciones diferenciales con re-
tardo. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales,
donde una de ellas depende de un parámetro escalar λ, e involucra una
acción retardada sobre la otra:

ẋ(t) = −x3(t) + x(t)y(t− 1), ẏ(t) = y3(t) + (x2(t)− λ)y(t) (3.5)

con λ ≥ 0. Para aplicar nuestra teoŕıa, consideramos el sistema
semidinámico definido por (3.5) sobre el espacio Z∗ = C([−1,0],R2) en
el siguiente sentido, dada una función inicialψ ∈ Z∗, sea z(·) = (x(·), y(·))
la correspondiente solución de (3.5) {x(·), depende, por supuesto
solamente de ψ(0) }. Entonces denotamos con zt la función definida
por

zt(θ) = z(t + θ), θ ∈ [−1,0],
con t en el intervalo maximal Iψ = [0, tψ) para el cual existe la solución,
y definimos el semigrupo local de trasformaciones FIψ mediante

Ft
′
(zt) = zt+t′ (t + t′ ∈ Iψ);
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en particular, z0 = ψ. Denotaremos los puntos del espacio Z∗ con z∗, y
el origen de Z∗ (la función idénticamente cero ) con o∗, y escribimos Z∗

como la suma directa Z∗ = X∗
⊕
Y∗, donde cada uno de los espacios X∗

y Y∗, es una réplica de C([−1,0],R), denotando sus elementos con x∗ y
y∗, respectivamente. Sobre los tres espacios introducimos las normas

‖Z∗‖ = sup{|Z(θ)| : θ ∈ [−1,0]},

z∗ y y∗ análogamente. Aqúı |z(θ)| se define como |z(θ)| + |y(θ)|.
Definiendoyt exactamente igual que zt, la primera ecuación del sistema
(3.5) se transforma en

ẋ(t) = −x3(t) + x(t)yt

mientras que la segunda ecuación del mismo sistema queda igual.
Entonces el semigrupo local FIψ define un sistema semidiámico local
sobre el espacio Z∗ (ver por ejemplo [4]). Para poder aplicar el el
Teorema 3.2.1 al caso presente, definimos como conjunto M el origen
del espacio Z∗. La propiedad LAC se deduce de manera directa del
Teorema de Arzelà-Ascoli. Para λ = 0, o∗ es inestable y aislado; es
en realidad un punto silla, por lo tanto se excluye una bifurcación
débilmente cŕıtica. Para λ > 0, se puede demostrar que o∗ es estable,
aplicando, por ejemplo, el Teorema 3.4 en [20] el cual establece: Si el
conjuntoM compacto y positivamente invariante es un atractor uniforme
relativo a un conjunto invariante cerrado y positivamente invariante Y,
que contiene a M, y Y es localmente estable cerca de M, entonces M es
estable. Aqúı, que M sea un atractor uniforme relativo a Y significa que

(∃σ > 0)(∀ε > 0)(∃τ > 0) Fτ(Bσ(M) ∩ Y ) ⊂ Bε(M),

y la estbilidad local de Y cerca de M significa que existe una vecindad
U ∈ VM tal que

(∀ε > 0)(∃δ)(∀x ∈ Bδ(M)) F[0,t](x) ⊂ F[0,t](x) ⊂ Bε(Y ).

En nuestro ejemplo, los conjuntos Y y M son X∗ y {o∗} respectiva-
mente. El origen o∗, relativo a X∗, es uniformemente asintóticamente
estable, por lo tanto se cumple la primera hipótesis del Teorema 3.4 en
[20]. Queda por demostrar que X∗ es localmente estable cerca de o∗.
Esto se puede obtener utilizando la función semidefinida de Lyapunov
ν(y) = y2.

La existencia de una bifurcación extracŕıtica se sigue entonces del
Teorema 3.2.1.

3.4.3. Familia de sistemas de ecuaciones diferenciales parciales.
En el siguiente ejemplo haremos uso del Corolario 5.7 de [17],
concerniente a la teoŕıa de reducción de estabilidad, para verificar
la hipótesis de estabilidad asintótica de un punto de equilibrio en el
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estudio de su bifurcación cuando el parámetro es distinto de su valor
cŕıtico. En el contexto actual, el corolario citado se reduce al siguiente:

Corolario 3.4.1. Sea F un sistema semidinámico sobre un espacio
métrico X; supongamos que los conjuntos M,Y ⊂ X son cerrados,
no vaćıos, positivamente invariantes, y además, que se cumplen las
siguientes hipótesis:

(i) Y es uniformemente estable: (∀ε > 0)(∃δ > 0) γ+(Bδ(Y )) ⊂
Bε(Y );

(ii) Y es B−atractor: (∀A ∈ B)(∀ε > 0)(∃t > 0) F[t,+∞)(A) ⊂ Bε(Y ),
donde B es la familia de subconjuntos acotados de X;

(iii) M es B′Y−atractor:

(∀AY ∈ B′Y )(∀ε > 0)(∃t > 0) F[t,+∞)(AY ) ⊂ Bε(M),

donde B′Y es la familia de subconjuntos de X, de distancia
acotada respecto a Y ;

(iv) el sistema semidinámico (o semigrupo), F es B-acotado, es decir

(∀A ∈ B)(∃β > 0) γ+(A) ⊂ Bβ(M).

Entonces M es B-globalmente asintóticamente estable, o sea,

(∀A ∈ B)(∀ε > 0)(∃t > 0) F[t,+∞)(A) ⊂ Bε(M)

y además M es estable.

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales parciales, a-
coplado y dependiente del parámetro λ, esta familia de sistemas define
una familia de atractores no CRES y exhibe una bifurcación cŕıtica.

ut = λuxx, vt = λvxx + uv, (0 < x < 1) (λ > 0). (3.6)

Ponemos condiciones de Dirichlet en la frontera,

u(0, t) = u(1, t) = 0, v(0, t) = v(1, t) = 0, (t ≥ 0),

y condiciones iniciales,

u(x,0) = ϕ0(x), v(x,0) = ψ0(x), (0 ≤ x ≤ 1), (3.7)

con ϕ0, ψ0 ∈ Ho. El sistema está bien planteado para X = Ho × Ho,
donde

Ho := {χ ∈ L2(0,1) | χ, χ′son absolutamente continuas,

χ′′ ∈ L2(0,1) and χ(0) = χ(1) = 0 }.

En lo que sigue, para simplificar la notación escribiremos L2 en lugar
de L2(0,1).

Tenemos que X es un espacio lineal normado, con norma

‖(ϕ,ψ)‖X := ‖ϕ‖Ho + ‖ψ‖L2 , y ‖ϕ‖Ho := ‖ϕ‖L2 + ‖ϕ′′‖L2 .
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El conjunto de parámetros para este caso es Λ = R+. Para cada
λ ∈ Λ la λ−solución (uλ, vλ), donde uλ : R×R+ → R, vλ : R×R+ → R,)
del sistema de ecuaciones (3.6) está dada expĺıcitamente por

uλ(x, t) = e−λtAϕ0, vλ(x, t) = e−λtAψ0 +

∫ t

0
e−λ(t−τ)A(Kvλ)(τ)dτ,

(3.8)

donde (Kvλ)(t) := (uλvλ)(t) ∈ Ho, las funciones ϕ0 y ψ0 se interpretan,
en la aplicación f́ısica más común como distribuciones iniciales
de temperatura, dadas en (3.7), y finalmente A es el operador

A = − d2

dx2 , con dominio D(A) = Ho. En el contexto actual escribiremos,
para cada λ, Ftλ(ϕ,ψ) := (uλ, vλ)(t), para definir una familia de sistemas
semidinámicos en el espacio X.

Consideremos los conjuntos,

Y = {(ϕ,ψ)|ϕ = 0}, M = {(ϕ,ψ)|ϕ = 0, ψ = 0},

del espacio X. Puesto que cada elemento de la familia de semigrupos
{e−λtA | λ ∈ Λ} es un semigrupo contractivo en L2(0,1), también, para
cada λ ∈ Λ,

Lvλ = e−λtAψ +

∫ t

0
e−λ(t−τ)A(Kvλ)(τ)dτ,

define un operador contractivo en C([0, t],Ho) para t pequeña. Entonces
tenemos que para cada λ ∈ Λ, vλ está bien definida para cada t > 0.

A continuación vamos a verificar las hipótesis del Corolario 3.4.1
para cada λ ∈ Λ.

(i) Y es λ-uniformemente estable.
Dado ϕλ ∈ Ho, tenemos que

uλ(x, t) = e−λtAϕ =
∞∑
m=1

e−λm
2π2tcmsin mπx, (3.9)

cm = 2

∫ 1

0
ϕ(s)sin mπsds. (3.10)

Entonces uλ(x, t) → 0 cuando t → +∞, uniformemente en x,
porque ‖uλ(x, t)‖∞ := supx∈(0,1) |uλ(x, t)| decrece monótona-
mente como función de t, para cada λ > 0. Por lo tanto,
(uλ, vλ) → (0, vλ) cuando t→ +∞ uniformemente en X.

(ii) El conjunto Y es B−atractor uniforme en X. Esto se demuestra
con el mismo argumento que en (i).

(iii) El conjunto M es BY−atractor uniforme en Y. En efecto, para
Ftλ(ϕ,ψ) ∈ Y, uλ = 0. Por lo tanto, (3.8) implica que, dado
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ψ ∈ Ho,

vλ(x, t) = e−λtAψ =
∞∑
m=1

e−λm
2π2tdmsin mπx, con

dm = 2

∫ 1

0
ψ(s)sin mπsds.

Entonces vλ(x, t) → M cuando t→ +∞ uniformemente en Y .
(iv) Finalmente, vamos a demostrar que el sistema semidinámico,

Fλ es B−acotado.

Las órbitas con puntos iniciales en conjuntos acotados están acotadas.
Para esto, demostraremos que las órbitas están uniformemente aco-
tadas sobre conjuntos acotados. En efecto, supongamos que

‖(ϕ,ψ)‖X ≤ R para alguna R > 0,

y consideremos la solución Ftλ(ϕ,ψ) := (uλ, vλ) del sistema (3.6) con
uλ(x,0) = ϕ(x), vλ(x,0) = ψ(x), y la función,

wλ(t) :=
1

2

∫ 1

0
v2
λdx. (3.11)

Derivando con respecto a t, e integrando por partes, obtenemos

ẇλ(t) ≤
∫ 1

0
uλv2

λdx. (3.12)

Por otro lado,

uλ ≤ |uλ| ≤ ‖uλ‖∞ = sup
x∈(0,1)

|uλ(x, t)|, (3.13)

entonces ∫ 1

0
uλv2

λdx ≤
∫ 1

0
|uλ|v2

λdx ≤ ‖uλ‖∞
∫ 1

0
v2
λdx (3.14)

Aplicando (3.13) y (3.14) obtenemos la siguiente desigualdad

ẇλ(t) =

∫ 1

0
−λv2

λxdx+

∫ 1

0
uλv2

λdx ≤
∫ 1

0
(−λv2

λx +‖uλ‖∞v2
λ)dx. (3.15)

Haremos una estimación de ‖uλ(x, t)‖∞. Considerando las ecuacio-
nes (3.9) y (3.10), obtenemos

‖uλ‖∞ ≤
∞∑
m=1

e−λm
2π2t|cm|. (3.16)

En la ecuación anterior acotaremos el coeficiente de Fourier, |cm|.
Nuevamente integrando por partes dos veces cm = 2

∫ 1

0 ϕ(s) sinπsds =
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− 2
m2π2

∫ 1

0 ϕ
′′(s) sinmπsds, de aqúı, utilizando la desigualdad de Hölder:∫ 1

0
|ϕ′′(s)|ds ≤ ‖ϕ′′‖L2 ,

obtenemos finalmente una cota para los coeficientes |cm|

|cm| ≤
2

m2π2

∫ 1

0
|ϕ′′(s)|ds ≤ 2‖ϕ′′‖L2

m2π2
,

como consecuencia tenemos

‖uλ‖∞ ≤
∞∑
m=1

2‖ϕ′′‖L2e−λm
2π2t

m2π2
≤ 2‖ϕ′′‖L2

π2

∞∑
m=1

1

m2
. (3.17)

Pero, ‖ϕ′′‖L2 ≤ R y
∑∞
m=1

1
m2 = π

6 , entonces

‖uλ(x, t)‖∞ ≤ R
3π
. (3.18)

De (3.11), (3.12) y (3.18) tenemos

ẇλ(x, t) ≤
2R
3π
wλ(x, t) (3.19)

de donde concluimos que

wλ(t) ≤ e
R

3π twλ(0) ≤ R2

3π
e
R

3π t, t > 0. (3.20)

La desigualdad (3.20) significa que la funciónwλ(t) correspondiente
a la mitad del cuadrado de la norma vλ(x, t), es de orden exponencial
para cualquier función inicial ψ acotada.

Demostraremos que para cada t suficientemente grande , ẇλ(x, t) ≤
0, pero antes, considerando la integral

vλ(x, t) =

∫ 1

0
vλs(s, t)ds, (3.21)

elevando al cuadrado ambos lados de (3.21) y aplicando la desigualdad
de Schwartz obtenemos

v2
λ(x, t) ≤

∫ 1

0
v2
λs(s, t)ds, (3.22)

luego, integrando ambos lados de (3.22) sobre el intervalo [0,1],
concluimos que ∫ 1

0
v2
λ(x, t)dx ≤

∫ 1

0
v2
λx(x, t)dx, (3.23)
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Para cada t, derivando wλ(t), integrando por partes, y aplicando las de-

sigualdades (3.23) y (3.15) tenemos ẇλ(t) ≤
∫ 1

0 (−λv2
λx + ‖uλ‖∞v2

λ)dx ≤∫ 1

0 (−λv2
λx + ‖uλ‖∞v2

λx)dx, por lo tanto

ẇλ(t) ≤ (−λ + ‖uλ‖∞)

∫ 1

0
v2
λxdx, (3.24)

Por otra parte, de la desigualdad (3.17) obtenemos

‖uλ‖∞ ≤
∞∑
m=1

2Re−λm
2π2t

m2π2
, (3.25)

entonces en (3.25), para cada λ > 0 existe un tiempo Tλ > 0
suficientemente grande, tales que

‖u‖∞ ≤ λ (∀t ≥ Tλ), uniformemente sobre conjuntos acotados en X.
(3.26)

o equivalentemente tomando en cuenta la desigualdad (3.24), expre-
samos lo anterior sucintamente de la siguiente manera

(∀λ > 0)(∃Tλ > 0) (∀t ≥ Tλ) (‖u‖∞ ≤ λ ) ẇλ(t) ≤ 0, (3.27)

uniformemente sobre conjuntos acotados en X. Esto implica que que la
solución Ftλ(ϕ,ψ), permanece acotada, para t ≥ 0, tomando en cuenta
además que la funciónwλ(x, t) es de orden exponencial y que la función
exponencial está acotada para 0 ≤ t ≤ Tλ.

Considerando el subespacio: Y = { (0, ψ) | ψ ∈ Ho }, el sistema
reducido es: u = 0, vt = λvxx. Y es invariante, M = {(0,0)} es un
B′Y -atractor. Aplicando el Corolario 3.4.1, resulta que para cada , λ > 0,
M es B--globalmente asintóticamente estable.

Para λ = 0 la solución es inestable.
En este caso el sistema (3.6) queda

ut = 0 vt = uv, (0 < x < 1) (λ > 0), (3.28)

con condiciones de Dirichlet en la frontera,

u(0, t) = u(1, t) = 0, v(0, t) = v(1, t) = 0, (t ≥ 0) (3.29)

y condiciones iniciales,

u(x,0) = ϕ(x) v(x,0) = ψ(x), (0 ≤ x ≤ 1), (3.30)

con ϕ,ψ ∈ Ho. Puesto que ut(x, t) = 0, resulta u(x, t) = ϕ(x). Entonces
vt(x, t) = ϕ(x)v(x, t), de donde v(x, t) = ψ(x)etϕ(x). Por lo tanto el
sistema semidinámico correspondiente a λ = 0, queda definido como

Ft0(ϕ,ψ) := (ϕ(x), ψ(x)etϕ(x)). (3.31)

Finalmente, aplicando el Corolario 5.2.4, de [1]
para λ = 0, el conjunto M exhibe una bifurcación cŕıtica, es decir

M no es aislado de conjuntos invariantes. Además, para λ > 0, M
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es aislado de conjuntos invariantes por ser atractor, aplicando esto
y el principio de persistencia de la inestabilidad tenemos que M es
un atractor no CRES; las órbitas se alargan en dirección del eje Y,
(simbólicamente), ilustramos este fenómeno en la figura 3.2. El conjunto
de puntos de bifurcación está dado por:

{(ϕ,ψ) | ϕ = 0} ∪ {(ϕ,ψ) | ψ = 0}.
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Figure 3.2. Ilustración de las soluciones u(x, t) y v(x, t),
cuando λ → 0, la superficie del lado derecho se alarga haci
arriba y se contrae en el plano xu, esto es lo que se puede
interpretar como familia de atractores no-CRES, ver también
el ejemplo 7.





Capítulo4
Persistencia de la estabilidad
asintótica y la bifurcación de
Hopf generalizada

4.1. Principio de persistencia para la estabilidad asintótica

Bajo las mismas hipótesis ya establecidas para sistemas dinámicos
y semidinámicos en un espacio métrico general,X, que satisfacen la
condición LAC (caṕıtulos 2, 3, [19] y [18]); se puede establecer el
principio de persistencia para la estabilidad asintótica como sigue:

Teorema 4.1.1. Suponga que cada elemento de la familia FΛ de
sistemas semidinámicos es LAC sobre un conjunto acotado A, y que A es
atraida uniformemente para λ = λ0 hacia un conjunto M con A ∈ VM .
Entonces, para cualquier vecindad U ∈ VM , existe una vecindad N ∈ N
tal que para cada λ ∈ N, U contiene un conjunto compacto λ−estableMλ
que atrae uniformemente al conjunto A para λ. Además los conjuntos
más pequeños Mλ con esta propiedad, son los conjuntos ĺımite Lλ(A).

La prueba (dada en [19]), está basada en un argumento de inducción
y en la siguiente proposición. Para el caso de sistemas sobre espacios
localmente compactos, existen otras pruebas, usando funciones de
Lyapunov [14].

Proposición 4.1.2. [12] Si Fλ es LAC sobre un conjunto acotado A,
Lλ+ es un conjunto no vaćıo, compacto, λ−positivamente invariante que
atrae uniformemente al conjunto A para λ. En particular, si A es una
vecindad de Lλ+(A), este conjunto es λ−estable.

El teorema 4.1.1 implica, en un sentido, que la región de atracción
no se puede colapsar repentinamente cuando el parámetro cruza el
valor cŕıtico λ0; y por otro lado, A puede ‘‘explotar’’, como es el caso en
la ecuación: ẋ = −x[(x−1)+λ]2. Aqúı, para λ = 0, la región de atracción
del origen es (−∞,1), y para λ > 0 es todo R.
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4.2. Bifurcaciones de Hopf generalizadas

En lo que sigue, suponemos que existe un conjunto compacto M,
que es invariante para todo λ. En el caso de sistemas semidinámicos,
invariacia de X significa que ambos M y su complemento son
positivamente invariantes.

El Teorema principal del cual todos los otros son consecuencia, es
el que sigue:

Teorema 4.2.1. [19] Supongamos queM atrae uniformemente a una
vecindad A ∈ VM para λ = λ0, con respecto a una familia de sistemas
semidinámicos que son LAC sobre A. Si existe una sucesión de valores
λn tales que λn → λ0 y una sucesión de puntos xn ∈ A tales que
Lxn

+(xn) ∩M = ∅, entonces M exhibe una bifurcación extracŕıtica en λ0,
y los conjuntos Mλ de la Definición 2.4.1 existen para λ = λn y se pueden
definir como:

Mλn = Lλn
+(xn).

El último conjunto tiene todas las propiedades establecidas en
la Proposición 4.1.2. Si el conjunto A es relativamente compacto,
la propiedad LAC es redundante. El teorema cubre el caso de una
transición de estabilidad asintótica a inestabilidad completa, tratada en
[14].

Una generalización directa del teorema principal de [14] es la
siguiente.

Teorema 4.2.2. [19] Las hipótesis son las mismas del Teorema 4.2.1,
excepto que la última se reemplaza por la condición que para una cierta
sucesión de valores λn ∈ Λ, con λn → λ0, M es un repulsor, entonces
M exhibe una bifurcación en λ0. En particular, ah́ı surgen conjuntos
λn−atractores compactos positivamente invariantes que son ajenos de
M y atraen al conjunto A para cada λ = λn, y los conjuntos Mλn se
pueden escoger como

Mλn = Lλn
+(A) ∩ Rλn

Aqúı Rλn son las regiones de λn−repulsión de M, y estan contenidas en
cualquier vecindad de M para λn suficientemente cercana a λ0. Si los
sistemas Fλ son dinámicos, los conjuntos Mλn son λn−estables y separan
M del complemento de Lλn

+(A).

La cuestión de si la última parte del teorema también es válida para
sistemas semidinámicos, permanece como un problema abierto.



Capítulo5
Bifurcaciones que surgen de
conjuntos silla

En esta sección dentamos con el śımbolo 6, el filtro de vecindades
del conjunto S, con el cual de aqúı en adelante denotaremos el conjunto
silla.

5.1. Persistencia de la estructura de silla

Un caso interesante y de particular importancia en la teoŕıa general
de bifurcaciones que surgen de equilibrios y conjuntos invariantes
inestables como la desarrollada en el caṕıtulo 2 , refinada en el caṕıtulo
3, y en [21] (ver también [2]), es el caso de una bifurcación que surge
de un punto de equilibrio silla (o ‘‘conjunto silla’’ ). En este caso, tienen
lugar ambos comportamientos de estabilidad asintótica e inestabilidad
en ciertas subvariedades, mientras que para pequeñas perturbaciones
surgen nuevos conjuntos silla de bifurcación. En un sentido, se puede
hablar de ‘‘persistencia de la estructura de silla’’, aún cuando la silla
original se convierta en un atractor local.

Aqúı el punto de partida es el Teorema 2.1 de1 caṕıtulo 2, que
vale aún sin la hipótesis de que el conjunto M sea aislado de conjuntos
invariantes cerrados, en tal caso, la conclusión del teorema podŕıa ser
que M exhibe una bifurcacioń en λ0, la cual puede ser extracŕıtica o
(posiblemente débilmente) cŕıtica. En el contexto de nuestra teoŕıa
general, la generalización de la bifurcación de Hopf consiste en quitar
la hipótesis de que M sea un atractor (o repulsor) mientras se preserva
la suposición que M es aislado de otros conjuntos invariantes, y esta
nos da los conjuntos silla.

En vista de lo anterior, la forma más conveniente de definir un
conjunto silla para nuestro propósito; es:

Definición 5.1.1. Un suconjunto S ⊂ X se llama conjunto silla si:

(∃U ∈ 6)(∀V ∈ 6)(∃x ∈ V) γ+(x) 6⊂ U x ∈ γ+(#U). (5.1)
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Definición 5.1.2. Un subconjunto S ⊂ X se llama aislado de
conjuntos invariantes si:

(∃U ∈ 6)(∀M′ invariante : M′ ⊂ U) ⇒ M′ ⊂ S

Proposición 5.1.3. [1] Sea S ⊂ X un conjunto compacto e invariante.
Supongamos además que se cumplen las siguientes hipótesis:

(i) F es LAC sobre W ∈ 6;
(ii) (∀U ∈ 6)(∃V ∈ 6) V ⊂ U, V\S es conexo;

(iii) S es aislado de conjuntos invariantes;
(iv) S no es atractor; y
(v) (∃U ∈ 6)(∀V ∈ 6)(∃x ∈ V) x ∈ γ+(#U).

Entonces S es un conjunto silla.

Lema 5.1.4. [1] Sea (X, T, F,Λ) una familia de sistemas dinámicos, X
un espacio métrico localmente compacto, M ⊂ X invariante y compacto
∀λ ∈ Λ. Además supongamos que se cumplen las siguientes hipótesis:

(i) λ0 ∈ Λ;
(ii) ∃(U, V,W) (W ∈ VM)(V ∈ VW )(U ∈ VV ); y

(iii) M es λ0- aislado de conjuntos invariantes con respecto a U;

Entonces (∃N ∈ N (∀λ ∈ N) (6 ∃Mλ′ λ− invariante Mλ′ ⊂ V\W).

Teorema 5.1.5. [1] Sea (X, T, F,Λ) una familia de sistemas semi-
dinámicos, X un espacio métrico localmente arco-conexo, M ⊂ X
invariante y compacto ∀λ ∈ Λ. Además supongamos que se cumplen las
siguientes hipótesis:

(i) FΛ es LAC en λ0 sobre W ∈ VM ;
(ii) M es λ0−inestable;

(iii) (∃x 6∈ M)(L+(x) 6= ∅)(L+(x) ⊂ M);
(iv) M es λ0- aislado de conjuntos invariantes con respecto; y
(v) (∀ε > 0)(∃δ > 0) Bε(M)\B∗δ(M) es conexo.

Entonces se separan de M conjuntos sillas.

En los ejemplos que siguen presentamos tres casos prototipo en el
plano que nos ilustran el contenido del Teorema 5.1.5.

Ejemplo 10. Sea la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias dependientes del parámetro λ ≥ 0,

ẋ = λy− x3, ẏ = −λ(x + y) + y3. (5.2)

El espacio fase es R2, el espacio de parámetros Λ es R+ y M = {(0,0)}.
Para λ = 0, M es un conjunto silla y, para λ > 0 M es un foco estable.
Los puntos que se bifurcan son conjuntos silla. Ver la figura 5.1.
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Figure 5.1. Arriba, paraλ = 0,M es un conjunto silla. Abajo,
para λ = 0.5, M es un foco estable. Los puntos de bifurcación
son puntos silla.

Ejemplo 11. Consideremos la familia de sistemas de ecuaciones
diferenciales que contienen el parámetro λ,

ẋ = y3 − x, ẏ = (x2 − λ)y + y3. (5.3)

El espacio fase es R2, el espacio de parámetros Λ es R+ y M = {(0,0)}.
Para λ = 0, M es un conjunto silla y, para λ > 0 M es un nodo estable.
Los puntos que se bifurcan son puntos silla. Ver la figura 5.2.

Ejemplo 12. Para la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales
que dependen del parámetro λ ≥ 0,

ẋ = λy + x2, ẏ = −λ(x + y)− y3. (5.4)

El espacio fase es R2, el espacio de parámetros Λ es R+ y M = {(0,0)}.
Para λ = 0 M es un conjunto silla degenerada y, para λ > 0 M es un
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Figure 5.2. Arriba, paraλ = 0,M es un conjunto silla. Abajo,
paraλ = 0.5,M es un nodo estable. Los puntos de bifurcación
son puntos silla.

nodo estable y el punto que se bifurca es un punt silla. Ver la figura
5.3.
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Figure 5.3. Arriba, para λ = 0, M es un conjunto silla
degenerada (fusión nodo-silla). Abajo, para λ = 0.5, M es
un foco estable. El punto que se bifurca es un punto silla.





ApéndiceA
Notaciones y algunos conceptos
fundamentales.

Una bola con centro en x ∈ Rn y radio ε, la denotamos con
Bε(x) := {y ∈ Rn | ‖ x− y < ε ‖}

Sean f y g dos funciones dadas. Decimos que

f (x) = 2(g(x)) cuando x→ 0

si existe δ > 0 y existe M > 0 tal que | f (x) |≤ M | g(x) | para toda x
tales que | x |< δ. Decimos que

f (x) = o(g(x)) cuando x→ 0

si para toda ε > 0 y existe δ > 0 tal que | f (x) |≤ ε | g(x) | para toda x
tales que | x |< δ.

Introducimos las siguientes notaciones: Sean i ∈ Z+n con norma |i|
y producto xi como sigue

i := (i1, i2, ..., in)

|i| := i1 + i2 + ... + in

xi := xi11 x
i1
1 ...x

in
n

Si f : Rn → R tiene |i| derivadas, escribimos

Dif (x) =
∂|i|

∂xi11 x
i1
1 ...∂x

in
n
f (x)

Teorema A.0.6. (Teorema de Taylor) Si f : U ⊂ Rn → R, de clase
Cm+1con Ω un conjunto abierto que contiene un segmento de recta que
incluye los puntos desde a hasta x, entonces existe un punto ξ en este
segmento tal que

f (x) =
∑
|i|≤m

1

|i|!
Dif (a)(x− a)i +

1

(m + 1)!

∑
|i|=m+1

Dif (ξ)(x− a)i.

Teorema A.0.7 (Teorema de la función inversa). Sea F : U ⊂ Rn →
Rn,

x := (x1, . . . , xn) 3 Rn 7→ F(x) := (F1(x), . . . , Fn(x)) ∈ Rn
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donde U es un conjunto abierto, y F de clase C1 en una vecindad de un
punto x0 ∈ U. Además supongamos que

F(x0) = p0

y

∂F
∂x

(x0) :=


∂F1

∂x1
(x0) . . . ∂F1

∂xn
(x0)

...
. . .

...
∂Fn
∂x1

(x0) . . . ∂Fn
∂xn

(x0)


es no singular. Entonces existen ε > 0 y δ > 0 tales que F : Bδ(x0) →
Bε(p0) es uno-a-uno y sobre; es decir, para todo p ∈ Bε(p0) existe una
única solución x ∈ Bδ(x0), tal que

F(x) = p.

Teorema A.0.8 (Teorema de cla función impĺıcita). Sea F : Ω ⊂
Rq × Rp → Rp,

(x,y) := (x1, . . . , xq, y1, . . . , yp) 3 Rq × Rp 7→ F(x,y)

:= (F1(x), . . . , Fp((x,y)) ∈ Rp

donde Ω es un conjunto abierto, y F de clase C1 en una vecindad de un
punto (x0,y0) ∈ Ω. Además supongamos que

F(x0,y0) = 0,

y que la matriz de p× p

∂F
∂y

((x0,y0)) :=


∂F1

∂y1
((x0,y0)) . . . ∂F1

∂yp
((x0,y0))

...
. . .

...
∂Fp
∂y1

((x0,y0)) . . . ∂Fp
∂yp

((x0,y0))


es no singular. Entonces existen ε > 0 tal que Bε(x0) ⊂ Rq y existe una
función f : Bε(x0) → Rp tal que

f(x0) = y0,

y para todo x ∈ Bε(x0)

F(x, f(x)) = 0.
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